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У статті представлено приклади побудови числових  рядів з використанням відомих 

функцій:          
 

 
;       . Досліджується збіжність одержаних числових  рядів та 

їх частинних сум в залежності від значення n,      .   

Слід відмітити, що генерація числових рядів за допомогою графіків вказаних вище 

функцій дозволяє реалізувати один із важливих принципів дидактики, пов’язаний з 

візуалізацією досліджуваних понять та їх властивостей. Представлені результати 

виконаних досліджень можуть бути рекомендовані для створення задач, пов’язаних з 

вивченням теми «Числові послідовності» для учнів ліцею, а також задач, пов’язаних з одним 

із основних розділів математичного аналізу «Числові ряди», в процесі навчання студентів 

фізико-математичних факультетів педагогічних університетів. 

Ключові слова: числовий ряд, числові слова, частинні суми числового ряду, 

геометрична інтерпретація членів числових рядів, візуалізація , збіжність ряду, генерація 

числових рядів, геометричні образи, система задач, послідовність величин. 
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The article presents examples of constructing numerical series using known functions: 

         
 

 
;       . The convergence of the obtained numerical series and their partial 

sums is investigated depending on the value of n,   n N.   



It should be noted that the generation of numerical series using graphs of the above 

functions allows us to realize one of the important principles of didactics related to the visualization 

of the studied concepts and their properties. The presented results of the research can be 

recommended for creating tasks related to the study of the topic "Numerical sequences" for lyceum 

students, as well as tasks related to one of the main sections of mathematical analysis "Numerical 

series", in the process of teaching students of the physical and mathematical faculties of 

pedagogical universities. 

Keywords: number series, number words, partial sums of a number series, geometric 

interpretation of members of number series, visualization, series convergence, generation of 

number series, geometric images, system of problems, sequence of values. 

Постановка проблеми. У сучасному математичному аналізі та наукових 

дослідженнях числові ряди грають важливу роль, оскільки вони є потужним 

засобом для апроксимації функцій при їх вивчені та дослідженні. У зв’язку з 

цим важливим завданням є створення нових видів числових рядів на основі 

візуалізації їх членів за допомогою геометричних моделей, пов’язаних з 

різними геометричними об’єктами (послідовності точок, відрізків трикутників 

тощо), а також з використанням графіків елементарних функцій таких як 

         
 

 
;          .  

Аналіз досліджень і публікацій. Дослідженнями числових 

послідовностей і числових рядів займались багато видатних математиків, що 

відображено в сучасних підручниках з математичного аналізу. У сучасних 

задачниках, пов’язаних з числовими послідовностями, для учнів ліцею і 

числовими рядами для студентів вищих навчальних закладів використовуються 

різні послідовності і ряди, які носять формальний характер, тобто не пов’язані з 

реальними умовами їх одержання і з іншими математичними поняттями. В 

останні часи з’явилися дослідження генерації членів послідовностей та 

числових рядів за допомогою геометричних моделей, побудованих шляхом 

використання геометричних образів, параметри яких пов’язані з комбінаціями 

класичних числових послідовностей, таких як: 
 

 
 
 

   
 
 

  
    (   )  

Результати цих досліджень представлені в публікаціях  як: В. Бобирь [1], С. Габ 

[3; 4], Н. Дзигарська [2], В. Корольський [2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10], А. Римар [7], 



О. Тураєва [2; 8], А. Христюк [1], А. Романова [10]. Однак на нашу думку 

доцільно розглянути і дослідити використання геометричних образів, якими є 

графіки функцій.    

Мета статті. Метою наших досліджень  є побудова та дослідження 

числових послідовностей і рядів на основі  геометричної моделі, пов’язаної з 

графіками функцій:          
 

 
;        . Дослідженнями передбачено 

створення числових послідовностей і рядів та системи задач, пов’язаних з ними 

, які можуть бути використані в процесі навчання учнів ліцеїв та студентів ВНЗ. 

Результати дослідження можуть бути корисними для подальших математичних 

досліджень, пов’язаних з моделюванням і візуалізацією числових 

послідовностей та числових рядів.   

Виклад основного матеріалу (результатів) дослідження. Розглянемо 

геометричну модель на рис.1 



 

Рис.1. Графіки функцій   
 

 
      , на яких розташовані послідовності 

точок {  }, {  }, {  }, {  }. 

Візуально на моделі спостерігаємо послідовності, які стосуються 

координат послідовності точок. Для точок    маємо    задається загальним 

членом  ,    — 
 

 
                                                   

         (   )                                                   

 

 
                                                        

 

 
    

      де        Одержання вказаних послідовностей координат точок {  }, 

{  }, {  }, {  } можна пропонувати як окремі задачі з точковою геометричною 

інтерпретацією як для учнів ліцею, так і для студентів ВНЗ.  

Розглянемо декілька задач лінійної геометричної інтерпретації. 



Задача 1. Скласти ряд довжин послідовності відрізків {  ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 

Розв’язання: 

Координати точок    відповідають членам послідовності        

     (   )       . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(   )  (     )  √      , 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(   )  (       )  √    
 

 

 
, 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(   )  (       )  √    
 

 

 
, 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

|      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|  √((   )   )
 
 (  (   )    ( ))  √    

   

 

 
. 

Одержуємо послідовність з загальним членом √    
   

 

 
. 

Задача 2. Скласти ряд довжин послідовності відрізків {  ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ }  

Розв’язання: 

Координати точок    відповідають членам послідовності         
 

 
 

     . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(  
 

 
)
 
 (

 

 
  )

 
 
√  

 
, 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(   )  (
 

 
 
 

 
)
 
 
√  

 
, 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(   )  (
 

 
 
 

 
)
 
 
√   

  
, 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

|      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|  √((   )   )
 
 (

 

   
 
 

 
)
 
 
√           

    
. 



Одержуємо послідовність з загальним членом 
√           

    
. 

Задача 3. Скласти ряд довжин послідовності відрізків {  ̅̅̅    ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 

Розв’язання: 

Координати точок    відповідають членам послідовності    
 

 
       

     . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|    ̅̅ ̅̅ ̅|  √(
 

 
  )

 
 (   )  

√ 

 
, 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

 
 
 

 
)
 
 (   )  

√  

 
, 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

 
 
 

 
)
 
 (   )  

√   

  
, 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

|      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|  √(
 

   
 
 

 
)
 
 ((   )   )  

√           

    
. 

Одержуємо послідовність з загальним членом 
√           

    
. 

Задача 4. Скласти ряд довжин послідовності відрізків {  ̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 

Розв’язання: 

Координати точок    відповідають членам послідовності    
 

 
    

          . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

 
  )

 
 (      )  √

 

 
     , 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

 
 
 

 
)
 
 (        )  √

 

  
   

 

 

 
, 

|    ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

 
 
 

 
)
 
 (        )  √

 

   
   

 

 

 
, 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 



|      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

   
 
 

 
)
 
 (         )  √

 

    
   

 

   

 
. 

Одержуємо послідовність з загальним членом √
 

    
   

 

   

 
. 

Задача 5. Скласти ряд величини послідовності відстаней між точками 

{    } {    }. 

Розв’язання: 

Координати точок      відповідають членам послідовності          

       (   )        —               
 

   
       . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √((   )  (   ))
 
 (

 

   
   (   ))

 
 

 

   
   (   )  

  (   )   (   )

   
. 

Одержуємо послідовність з загальним членом 
  (   )   (   )

   
. 

Задача 6. Скласти ряд величини  послідовності відстаней між точками 

{    } {    }. 

Розв’язання: 

Координати точок      відповідають членам послідовності        

                —               
 

   
       . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √((   )   )
 
 (

 

   
    ))

 
 √  (

  (   )    

   
)
 

. 

Одержуємо послідовність з загальним членом √  (
  (   )    

   
)
 

. 

Задача 7. Скласти ряд величини  послідовності відстаней між точками 

{    } {    }. 

Розв’язання: 



Координати точок      відповідають членам послідовності          

       (   )        —      
 

   
        (   )       . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

   
 (   ))

 
 (  (   )    (   ))   

     

   
. 

Одержуємо послідовність з загальним членом  
     

   
. 

Задача 8. Скласти ряд величини  послідовності відстаней між точками 

{    } {    }. 

Розв’язання: 

Координати точок      відповідають членам послідовності          

     
 

   
        —      

 

   
        (   )       . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 

|        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

   
 (   ))

 
 (  (   )  

 

   
)
 
 

√        (   )  
   (   )

   
   . 

Одержуємо послідовність з загальним членом 

√        (   )  
   (   )

   
   . 

Задача 9. Скласти ряд величини  послідовності відстаней між точками 

{    } {    }. 

Розв’язання: 

Координати точок      відповідають членам послідовності      
 

   
 

                —      
 

   
        (   )       . 

Далі використаємо формулу обчислення відстані між точками в системі 

координат    : 



|        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  √(
 

   
 

 

   
)
 
 (  (   )  (   ))    (   )     . 

Одержуємо послідовність з загальним членом   (   )     . 

Задача 10. Скласти ряд величин площ послідовності фігур 

{                }. 

Розв’язання: 

Координати точок      відповідають членам послідовності          

     
 

   
        —               

 

   
                       

відповідають членам послідовності                 (   )        

—                 (   )         . 

Тепер давайте обчислимо площу криволінійної трапеції для кожного 

відрізка                 . Площа трапеції між точками          буде: 

           
 

 
(         )  (         )  

Площа трапеції між точками          буде: 

           
 

 
(         )  (         )  

Тепер, загальна площа трапеції між точками          буде: 

                     . 

Підставимо значення та спростимо вираз для площі загальної трапеції. 

                      
 

 
(         )  (         )   

 

 
(         )  

(         )  
 

 
(       )  (

 

   
 

 

   
)  

 

 
(       )  

(  (   )    (   ))   
    

        
 
   (   )      (   )    (   )      (   )

 
  

Якщо учень ліцею або студент фізико-математичного факультету 

педагогічного університету пам’ятає формулу знаходження площі 

криволінійної трапеції через інтегральне числення, то з легкістю розв’яже 

наступну рівність: 



S=∫ (
 

   
 

 

   
)

   

   
dx+∫ (  (   )    (   ))

   

   
dx = (

 

       
)|
   

   
 

(  (   )      (   )   )|   
    =

 

       
+  (   )  (   )    (   )  

(   )     (   )  (   )    (   )  (   )  

  (           )   (   ) (            )   (   ) (            )   (   ) (            )   (   )

       
 

Задача 11. Скласти ряд величин площ послідовності фігур {      

          }. 

Задача 11 розв’язується аналогічним шляхом. 

Задача 12. Скласти ряд величин площ послідовності прямокутних 

трапецій  {            }. 

Розв’язання: 

Координати точок      відповідають членам послідовності      
 

   
 

        , координати точок    відповідають членам послідовності    
 

 
 

             . 

Якщо учень ліцею або студент фізико-математичного факультету 

педагогічного університету пам’ятає формулу знаходження площі 

криволінійної трапеції через інтегральне числення, то з легкістю розв’яже 

наступну рівність: 

S=∫ ((   )  (   ))
 

   
 

 

dy=  

Задача 13. Скласти ряд величин площ послідовності прямокутних 

трапецій (пов’язаних з графіком функції   
 

 
)  {            }. 

Задача 13 розв’язується аналогічним шляхом. 

Задача 14. Скласти ряд величин площ послідовності криволінійних 

трапецій  {                }. 

Розв’язання: 

                      відповідають членам послідовності        

         (   )        —                 (   )         . 



Якщо учень ліцею або студент фізико-математичного факультету 

педагогічного університету пам’ятає формулу знаходження площі 

криволінійної трапеції через інтегральне числення, то з легкістю розв’яже 

наступну рівність: 

S=∫ (  (   )    (   ))
   

   
dx=(  (   )      (   )   )|   

       (  

 )  (   )    (   )  (   )     (   )  (   )    (   )  (   )  

Можливості використання розглянутої геометричної моделі (рис. 1) для 

створення задач на числові послідовності не вичерпуються розглянутими 

задачами 1-14. Наприклад, модель можна доповнити: 

 Скласти ряд величин відстаней між точками на кривій y=   при n від 0 до 

нескінченності. 

 Скласти ряд величин відстаней між точками на кривій   
 

 
 при n від 1 до 

нескінченності. 

 Скласти ряд величин відстаней між точками на кривій     ( ) при n від 1 до 

10. 

 Скласти ряд величин площ прямокутних трапецій між графіками функцій   
 

 
 

та     ( ) при n від 1 до 10. 

Висновки та перспективи подальших пошуків у напрямі 

дослідження. Наші дослідження у сфері створення та аналізу числових 

послідовностей та рядів, базованих на геометричних моделях функцій          

  
 

 
;        , дають можливість розробляти системи задач, спрямованих на 

розширення процесу навчання учнів ліцеїв та студентів вищих навчальних 

закладів.  
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