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Анотація. В статті представлено оцінки апроксимацій однієї абсолютно 

неперервної функції розподілу класичними інтерполяційними многочленами Лагранжа. 

Акцент здійснюється на випадок, коли відповідна функція розподілу не виражається в 

елементарних функціях тобто є трансцендентною функцією дійсної змінної. Аналіз 

відхилень інтерполяційних поліномів по відношенню до функції розподілу здійснюється на 

основі класичної метрики Чебишева в просторі неперервних функцій дійсної змінної 𝐶[0; 1]. 
Ключові слова: функція розподілу, многочлен Лагранжа, метрика Чебишева, 

інтерполяційний поліном, відхилення, елементарна функція. 
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Постановка проблеми. Класичною задачею теорії наближень функцій 

дійсної змінної є проблема наближення функцій певним класом відомих 

функцій, або функцій, що маю хороші алгебраїчні властивості. Тобто 

розглядаються функції з хорошими диференціальними властивостями. 

Одним з таких класів функцій, є клас звичайних або класичних 

поліномів, що мають вигляд: 

ℎ(𝑥) =∑𝑎𝑗𝑥
𝑗 .

𝑛

𝑗=1

 

Хоча абсолютно неперервні функції асоціюються з функціями з 

хорошими диференціальними властивостями, однак серед них міститься клас 



функції, які не виражаються через елементарні функції. Яскравим прикладом 

такої абсолютно неперервної функції розподілу є функція стандартного 

нормального розподілу, яка має щільність 

𝑝𝜑(𝑡) =
𝑒−

𝑡2

2

√2𝜋
 

та відповідно функцію розподілу, так звану функцію німецького 

математика Карла Фрідріха Гаусса: 

𝐹𝜑(𝑧) = ∫𝑝𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑒−

𝑡2

2

√2𝜋
𝑑𝑡.

𝑧
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𝑧
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У відповідній роботі здійснюється акцент на розгляд класичної 

поліноміальної схеми породженої многочленами Лагранжа.  

Об’єкт дослідження: абсолютно неперервні функції розподілу.  

Предмет дослідження: апроксимаційні характеристики многочленів 

Лагранжа.  

Мета дослідження: дослідити апроксимаційні характеристики 

многочленів Лагранжа по відношенню до абсолютно неперервних функцій 

розподілу. 

Результати дослідження  є актуальними та можуть бути використані при 

викладанні спец курсу з теорії ймовірностей та теорії наближень функцій 

дійсної змінної.  

Оцінка апроксимацій функції розподілу поліномами Лагранжа. 

Таким чином, розглянемо абсолютно неперервну випадкову величину 

задану наступною щільністю розподілу: 

𝑝𝜏(𝑥) = {
𝐶𝑒−𝑥

2
, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑥 ∉ [0; 1]
 

У цьому випадку потрібно знайти сталу так щоб, виконувалась 

нормуюча властивість. 

Маємо: 



1 = ∫𝑝𝜏(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶 ∫𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

1

0

 

звідки, отримаємо: 

𝐶 =
1

∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

 

Обрахуємо відповідний інтеграл використовуючи сервіс wolframalpha. 

Зазначимо, що відповідний інтеграл не береться в елементарних функціях. 

 

Рис 1. Обчислення ∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0
 в сервісі wolframalpha. 

Таким чином, маємо: 

𝑝𝜏(𝑥) = {
1.33𝑒−𝑥

2
, 𝑥 ∈ [0; 1]

0, 𝑥 ∉ [0; 1]
 

Побудуємо відповідний графік щільності, використовуючи команду 

Piecewise[{{0, x<= 0},{1.33exp(-x^2),  0<x<=1}, {0, x>1}}]  

 

Рис 2. Графік щільності  𝑝𝜏(𝑥). 



Таким чином, функція розподілу має вигляд: 

𝐹𝜏(𝑥) =

{
 
 

 
 

0, 𝑥 ≤ 0

1.33∫ 𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡

𝑥

0

, 𝑥 ∈ [0; 1]

1, 𝑥 ≥ 1

 

Таким чином, маємо 

∫𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡

𝑥

0

=
√𝜋

2
∙ erf(𝑥) 

звідки 

𝐹𝜏(𝑥) = {
0, 𝑥 ≤ 0

1.19 ∙ erf⁡(𝑥), 𝑥 ∈ [0; 1]
1, 𝑥 ≥ 1

 

 

Рис 3. Графік 𝐹𝜏(𝑥). 

 

Для прикладу розглянемо многочлен Лагранжа порядка 2. Знайдемо 

аналітичний вид цього многочлена двома способами. Перший полягає в 

явному знаходженні канонічної структури на основі системи рівнянь. 

Зрозуміло, що  

𝐹𝜏(0) = 0;⁡⁡⁡⁡𝐹𝜏(1) = 1;⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐹𝜏(0,5) = 0.62 

Отже, нехай маємо: 



𝑓2(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

Отримаємо, систему рівнянь: 

{
𝑐 = 0

0.25𝑎 + 0.5𝑏 + 𝑐 = 0.62
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1

 

Після підстановки значення в друге та третє рівняння отримаємо: 

{
0.25𝑎 + 0.5𝑏 = 0.62

𝑎 + 𝑏 = 1
 

Розв’язуючи систему наприклад методом віднімання маємо: 

{
𝑎 = −0.48
𝑏 = 1.48

 

Таким чином маємо многочлен Лагранжа другого порядку: 

𝑓2(𝑥) = −0.48𝑥2 + 1.48𝑥 

Знайти многочлен Лагранжа також можливо і на основі сервісу 

wolframalpha. Для цього потрібно використати команду: 

 

Рис 4. Знаходження інтерполяційного полінома Лагранжа в сервісі 

wolframalpha 



В подальшому використаємо позначення многочлена Лагранжа порядку 

𝑛 у вигляді: 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛𝑥
𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑐1𝑥 + 𝑐0 

Для аналізу близькості наближення будемо використовувати величину: 

∆𝑛
𝐿= max

[0;1]
|𝑓𝑛⁡(𝑡) − 𝐹𝜏(𝑡)| 

Зрозуміло, що в цьому випадку використовується класична метрика 

Чебишева: 

𝜌(𝑓; 𝑔) = max
[0;1]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| 

 

Рис 5. Графік функції |𝑓2⁡(𝑡) − 𝐹𝜏(𝑡)| 

Для точного знаходження відповідного максимума використаємо 

команду: 

maximize |-0.48x^2+1.48x-1.19erf(x)| x from 0 to 1 

 

Рис 6. Знаходження ∆2
𝐿 в сервісі wolframalpha 



Аналогічну процедуру виконуємо і для інших значень 𝑛, а саме:  𝑛 =

2; 3; 4; 5; 6. 

Таблиця 1. 

Величини відхилень ∆𝑛
𝐿 , (𝑛 = 2; 3; 4; 5; 6. ). 

𝒏 ∆𝒏
𝑳  

2 0,82 

3 0,012 

4 0,0061 

5 0,0022 

6 0,0009 

 

Висновки. Аналізуючи відповідні результати обрахунків можливо 

зробити висновок: прослідковуються збіжність поліномів Лагранжа до 

відповідної абсолютно неперервної функцій розподілу. Асимптотика 

збіжності є доволі швидкою. Цілком природним питанням є дослідження 

інших апроксимаційних схем, зокрема які грунтуються на многочленах 

Бернштейна та Тейлора. 
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