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Анотація. В статті представлено оцінки асимптотики збіжності до граничної 

матриці переходу на нескінченності для однорідного ланцюга Маркова з дискретним 

часом. Акцент здійснюється на випадок, коли всі ймовірності переходу, тобто елементи 

відповідної матриці переходу є строго додатними числами. Аналіз асимптотики 

збіжності здійснюється на основі використання методів лінійної алгебри, а саме 

представлені матриці в діагональному вигляді.  
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1. Постановка проблеми. 

Класичним об’єктом теорії випадкових процесів є ланцюги Маркова. 

Серед ланцюгів Маркова розглядають два типи, а саме ланцюги Маркова з 

дискретним часом та відповідно ланцюги Маркова з неперервним часом. 

Ланцюги Маркова з дискретним часом складаються з дискретної тобто не 

більш ніж зчисленної множини станів, які можуть бути пунктами переходу 

фізичної системи. Ланцюги Маркова з дискретним часом характеризуються 

стохастичним вектором початкового стану та матрицею переходу між 

станами. У випадку коли всі елементи стохастичної матриці переходу є 

строго додатними, то за ергодичною теоремою Маркова існує гранична 

матриця перехідних ймовірностей або матриця переходу на нескінченності. 

Цілком природним питанням залишається наступне: яка асимптотика 

збіжності в ланцюзі Маркова з дискретним часом до відповідної матриці 

переходу. Відповідне питання є актуальним як з чисто теоретичних 

міркувань так і з практичних. При наявності відповідних оцінок для 

асимптотики можливо вказати крок, який є достатнім для знаходження 

відповідних елементів стохастичної матриці переходу на нескінченності з 

наперед заданою точністю.  

Робота присвячена проблемі дослідження асимптотики збіжності до 

граничної матриці переходу для однорідних ланцюгів Маркова з дискретним 

часом. 

Об’єкт дослідження: ланцюг Маркова з дискретним часом.  

Предмет дослідження: гранична матриця переходу для ланцюгів 

Маркова з дискретним часом.  

Мета дослідження: ідентифікувати асимптотику збіжності до 

граничної матриці переходу для ланцюгів Маркова з дискретним часом. 



Результати дослідження  є актуальними та можуть бути використані 

при викладанні спец курсу з теорії ймовірностей та теорії випадкових 

процесів.  

2. Оцінка асимптотики збіжності до граничної матриці переходу. 

Отже, нехай для однорідного ланцюга Маркова з дискретним часом 

маємо наступну матрицю перехідних ймовірностей: 

  (
         
         
         

) 

У цьому випадку граф Ланцюга Маркова має наступний вигляд: 

 

Рис 1.Граф однорідного ланцюга Маркова з трьома станами переходу, 

апробація теоретичних викладок. 

Знайдемо характеристичне рівняння і відповідний характеристичний 

многочлен. 
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Здійснює розклад по першому рядку, відповідно маємо: 
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Характеристичне рівняння має вигляд: 

                   

Легко знайти відповідні нулі:             

Перейдемо до знаходження власних векторів, які відповідають власним 

значенням матриці.  

Розглядаємо випадок        

Система однорідних рівнянь має вигляд: 

{

                    
                    
                    

 

Зрозуміло, що одне з рівнянь є надлишковим, наприклад третє тому 

можливо розглянути лише систему з двох рівнянь. 
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Можливо друге рівняння помножити на    і додати до першого 

отримаємо: 

            

Звідки отримаємо, що  

          

Тобто маємо: 

                     

Взявши        наприклад отримаємо власний вектор: 

 ̅  (           ) 

Розглядаємо випадок     

Система однорідних рівнянь має вигляд: 
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В результаті можливо отримати, що виконується умова: 

{
     
      

 

Візьмемо наприклад        отримаємо власний вектор: 

 ̅  (     ) 

І нарешті розглянемо власне значення      У цьому випадку 

отримаємо систему наступних лінійних рівнянь: 

{

                    
                    
                    

 

В результаті можливо отримати, що виконується умова: 
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Візьмемо наприклад        отримаємо власний вектор: 

 ̅  (       ) 

Ортогоналізуємо та нормуємо відповідні вектори маємо: 
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Зрозуміло, що  

       

Таким чином, 
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Звідки можливо отримати, що 
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Звідки можливо знайти граничну матрицю переходу на нескінченності: 

   (
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Як видно порядок асимптотики збіжності має вид: 

 ((    ) )  

Висновки: Порядок збіжності до граничної матриці переходу має вид: 

 (  
 ), при умові що нулі відповідного характеристичного рівняння 

задовольняють умову: 

  |  |  |  |  |  |    |  |  
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