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У статті розглянуто логарифмічні рівняння, нерівності та їх системи, розглянуто 

пропедевтику поняття логарифм, логарифмічна функція, підібрано систему вправ для 

переходу від показникових до логарифмічних рівнянь, підібрано систему типових вправ та 

задач, розглянуто особливості задач рівня  
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Постановка проблеми. Тема «Логарифм та логарифмічна функція» 

вивчається у курсі алгебри 11 класу. Раніше ця тема у курсі шкільної 

математики не вивчалася, тому при першому знайомстві із нею у більшості 

учнів виникають проблеми. Успішне засвоєння цієї теми піднімає шанси учня 

скласти ЗНО з математики на максимальний бал. 

Для успішного складання ЗНО з математики учневі слід добре оволодіти 

поняттям «логарифм», для цього необхідним є підібрати та побувати систему 



вправ для учнів, виконання яких дозволить йому краще опанувати даним 

поняттям. 

Мета статті: підібрати та побудувати систему вправ для учнів по темі 

«Логарифмічні рівняння, нерівності та їх системи», розглянути типові 

приклади, що найбільш ймовірно можуть бути у завданнях ЗНО з математики. 

Виклад основного матеріалу (результатів) дослідження. Логарифми 

були не пізніше 1594 р. винайдені шотландським бароном Непером (1550-

1617р.) і через десять років швейцарським механіком Бюргі (1552-1632 р.). 

Обидва хотіли вказати новий зручний засіб арифметичних обчислень, хоча 

підійшли вони до цього завдання по- різному. 

Термін «логарифм» (logarithmus) виник з поєднання грецьких слів: ariqmo - 

«число» і logos - «ставлення», яке означає «число відношень», вперше ввів 

поняття Непер. Спочатку Непер користувався іншим терміном: numeri 

artificiales - «числа штучні», на противагу numeri naturalts - «числам 

природним» . 

Функція вигляду 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 називається логарифмічною функцією, де 𝑎 >

0, 𝑎 ≠ 1, 𝑥 𝜖 (0; +∞), 𝑦𝜖𝑅, вона є оберненою до показникової. 

 

Функції є оберненими, тому і їх властивості корисно розглянуто одночасно. 

Показникова функція 

1. 𝐷(ax) = R. 

2. E(ax) = (0; +∞). 

3. Функція загального вигляду. 

4. Не періодична. 

Логарифмічна функція 

1 . 𝐷(logax) = (0; +∞). 

2. E(logax) = (R). 

3. Функція загального вигляду. 

4. Не періодична. 



5. Вісь ОХ не перетинає; вісь ОУ 

перетинає в точці (0;1). 

6. у > 0 при х ∈ D (y). 

7. Вісь ОХ є горизонтальною 

асимптотою. 

8. Якщо a > 1, то функція є 

зростаючою, якщо 0 < 𝑎 < 1, то 

функція є спадною.  

9. Екстремумів у функції немає. 

10. Графік показникової функції. 

 

 

5. Вісь ОХ перетинає в точці (1; 0), ві

сь ОУ не перетинає. 

6. Якщо 𝑎 > 1, то 𝑦 > 0 при х ∈

(1; +∞); у < 0 при х ∈

(0; 1), якщо 0 < 𝑎 < 1, то у >

0 при х ∈ (0; 1), у < 0 при х ∈

(1; +∞).  

7. Вісь ОУ є вертикальною асимптотою. 

8. Якщо a

> 1, то ця функція зростаюча, 

Якщо 0 < 𝑎 < 1, то ця функція 

спадна. 

9.Екстремумів у функції немає. 

10.Графік функції логарифмічної. 

 

 

 

Для введення показникової функції використовується конкретно-

індуктивний метод. Приклад: y=2𝑥 та y=(
1

2
)

𝑥
. Графіки будується по точках і 

пропонуються таблиці.  

 

 

 



y=2𝑥.          y=(
1

2
)

𝑥
. 

 

 

           

       Рис.1 

y=2𝑥 −  зростаюча функція, y=(
1

2
)

𝑥
−  спадна.  

Приклад 1. Розв'язати рівняння log 2
2  х – 3log2 x = 4. 

Розв'язання 

Позначимо log2 x через у. Рівняння дане має вигляд: 

у2 – 3y = 4;  у2 – 3у – 4 = 0;  у1 = 4; у2 = -1. 

Звідси log2 x = 4,  log2 x =-1;  

 x = 24; x = 2-1;  

 x = 16, x = 
2

1
. 

Перевірка:  1) log 2
2  16 – 3 log2 16 = 16 – 12 = 4; 

2) log 2
2

2

1
 – 3 log2 

2

1
 = -1 + 3 = 4.  

Відповідь: 16; 
2

1
. 

Приклад 2 . Розв'яжіть рівняння log3 х – 2
3

1log х = 3.  
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Розв'язання 

log3 x – 2
3

1log x = 3;  log3 х – 2 · 

3

1
log

log

3

3 x
 = 3; 

log3 x – 2· 
1

log3



x
 = 3;  log3 x + 2log3 x = 3; 

3log3 x = 3;   log3 x = 1;   x = 3. 

Перевірка: log3 3 – 2
3

1log 3 = 1 + 2 = 3. Отже, х = 3 — корінь.  

Відповідь: 3.[1] 

Приклад 3. Розв'язати рівняння  

𝑙𝑜𝑔2(9 − 2𝑥) = 10lg (3−𝑥). 

Розв'язання. Область допустимих значень: 

{
9 − 2𝑥 > 0,
3 − 𝑥 > 0,

 {
2𝑥 < 9,
𝑥 < 3,

 

звідки x<3. 

Застосувавши до правої частини основи логарифмічну тотожність, матимемо 

𝑙𝑜𝑔2(9 − 2𝑥) = (3 − 𝑥). 

За означенням логарифма 

23−𝑥 = 9 − 2𝑥 ,
8

2𝑥
= 9 − 2𝑥 або 22𝑥 − 9 ∙ 2𝑥 + 8 = 0, 

звідки 2𝑥 = 1 та 2𝑥 = 8, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 3. 

Відповідь: 0;3. [3] 

Приклад 4. Розв'язати рівняння  

2√2𝑙𝑜𝑔16
2 𝑥

3
− √𝑙𝑜𝑔2𝑥3 − 6 = 0. 

Для того, щоб звести розв'язування цього рівняння до послідовного 

розв'язування алгебраїчного і найпростіших логарифмічних рівнянь, треба 

насамперед звести всі логарифми до однієї основи. Для цього скористаємося 

формулою  

𝑙𝑜𝑔𝑎𝑁 =
𝑙𝑜𝑔𝑏𝑁

𝑙𝑜𝑔𝑏𝑎
 , 



за якою 𝑙𝑜𝑔16𝑥 =
𝑙𝑜𝑔2𝑥

𝑙𝑜𝑔216
=

𝑙𝑜𝑔2𝑥

4
. Підставивши в умову замість 𝑙𝑜𝑔16𝑥 рівну йому 

величину 
𝑙𝑜𝑔2𝑥

4
 , дісанемо рівняння 

√𝑙𝑜𝑔2
2𝑥

3
− √𝑙𝑜𝑔2𝑥3 − 6 = 0. 

Заміною √𝑙𝑜𝑔2𝑥3 = 𝑦 це рівняння зводиться до квдратного відносно невідомої 

y: 

𝑦2 − 𝑦 − 6 = 0. 

Корені даного квадратного рівняння: 𝑦1 = 3, 𝑦2 = −2.  

Розв'язуємо рівняння: 

√𝑙𝑜𝑔2𝑥3 = 3 ⇔ 𝑙𝑜𝑔2𝑥 = 7 ⇔ 𝑥 = 227 

√𝑙𝑜𝑔2𝑥3 = −2 ⇔ 𝑙𝑜𝑔2𝑥 = −8 ⇔ 𝑥 = 2−8. 

Приклад 5. Розв'язати рівняння 

𝑙𝑜𝑔5(𝑥 + 3) = 3 − 𝑥. 

Розв’язання. Дуже легко перевірити, що х=2 є коренем даного рівняння, 

оскільки функція 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔5(𝑥 + 3) зростає на всій своїй області визначення, а 

функція 𝑦 = 3 − 𝑥 спадає. Отже, дане рівняння не має інших коренів. 

Відповідь: 2. [4] 

Приклад 6.   12log12log4  xx .  

Для розв’язання рівняння перейдемо до основи 2. Отримаємо 
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12log
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x

x
   xx 24 log212log  . 

3,4;12 21
2  xxxx . 

Зробивши перевірку, бачимо, що корінь 32 x  не задовольняє рівняння. 

Приклад 7. Розв’язати рівняння 231 2

35   xxx .  

Слід прологарифмувати обидві частини рівняння за  основою 3. Тоді  

     1,01;215log12 13  xxxxx , 

45log5log2,25log 3323  xx . 

Приклад 8. Розв’язати рівняння   464242log 2
2  xxx . 

Перейдемо до такого рівняння:  



.264242 42  xxx   

Введемо заміну tx 2  і отримаємо: 

2,42;4,162;4,16,06420 2121
2  xxtttt xx . 

Приклад 9. Розв’язати систему рівнянь 

 















xy

yxy

y 18
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02log
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З першого рівняння знайдемо 03 2  yxy .  

Тоді зробивши заміну 03 2  zy  будемо мати: 

18,1,
18

17 21  zz
z

z . 

Отримане значення 182 z  є стороннім коренем, бо не задовольняє умову 0z .  

Остаточно маємо: 
2

1
,1,2,13 2  xxyyy . [5] 

Приклад 10. При яких значеннях параметра а корінь рівняння 

 lg(sin5𝜋𝑥)=√16 + 𝑎 − 𝑥 

належить проміжку (1;
3

 2 
 ) (ЗНО 2013) 

Розв'язання: Аналіз із встановлення ОДЗ: 

{
𝑠𝑖𝑛5𝜋𝑥 > 9;

16 + 𝑎 − 𝑥 ≥ 0.
 

Оскільки коренева функція є додатно визначена, то ліва частина також є 

додатня 

lg(sin5𝜋𝑥) ≥ 0 

або  

𝑠𝑖𝑛5𝜋𝑥 ≥ 1, 

Синус функція обмежена  

|𝑠𝑖𝑛5𝜋𝑥| ≤ 1, 

тому 𝑠𝑖𝑛5𝜋𝑥 = 1, 

і ліва lg(𝑠𝑖𝑛5𝜋𝑥) = 0 та права частина √16 + 𝑎 − 𝑥=0. 



приймають нульові значення. Розв'язуємо рівняння перше: 

𝑠𝑖𝑛5𝜋𝑥 = 15 → 5𝜋𝑥 =
𝜋

2
+2𝜋𝑘 → 𝑥 =

1

10
+

2

5
𝑘, 𝑘𝜖𝑍. 

За умовою аргумент належить інтервалу 𝑥𝜖 (1;
3

2
). Звідси отримаємо 

1 <
1

10
+

2

5
𝑘 <

3

2
; 𝑘𝜖𝑍 → 1 −

1

10
<

2

5
𝑘 <

3

2
−

1

10
, 𝑘𝜖𝑍; 

9

10
∙

5

2
< 𝑘 <

14

10
∙

5

2
; 𝑘𝜖𝑍 

2,25 < 𝑘 < 3,5; 𝑘𝜖𝑍 → 𝑘 = 3. 

Тому  𝑥 =
1

10
+

2

5
∙ 3 → 𝑥 =

13

10
; 1 < 1,3 < 1,5 =

3

2
. 

Розв'яжемо праву частину 

√16 + 𝑎 − 𝑥 = 0 → 16 + 𝑎 − 𝑥 = 0 → 𝑎 = 𝑥 − 16 → 𝑎 = 1,3 − 16 = −14,7. 

та знайдемо значення параметру. [6] 

Висновки та перспективи подальших пошуків у напрямі 

дослідження. «Методика навчання логарифмічних рівнянь і нерівностей» є 

дуже важливою для учнів старшої школи. В роботі систематизовано відомості 

про розв’язування логарифмічних рівнянь й нерівностей та їх систем, 

розглянуто основні способи розв’язання логарифмічних рівнянь й нерівностей 

та всі типові складності які виникають при розв’язуванні цих рівнянь. 

Підібрано диференційовану систему вправ. 
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