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УДК 619.1 

ПРО ХАРАКТЕРИСТИКИ АРЕХ-ГРАФІВ. 


Запропоновано двi новi характеристики множини точок планарних графiв, якi 

породженi числом досяжностi цiеi множини  для дослідження арех-графiв. 
Two new characteristics set of points planar graph which are generated by the 

reachability number of this set for investigation apex-graphs 

В роботах В. Мохи [6] було введено поняття арех- графа, який можливо  
створити iз площинного графа та зiрки шляхом  -перетворення заданого на  
деякiй множинi точок  Х  площинного графа G та кiнцевих вершинах зiрки 
St(g). В  [4,5] було отримано верхню оцiнку роду шляхом вивчення 
структурних властивостей множинi точок  X  площинного графа G. 

Метою  подальшоi роботи стало розширення характеристики θG(Х) 
множини точок  X та введення новоi   θ(G,X) –характеристики . 

Основні поняття та позначення узяті із [1]  [3]. Для неорієнтованого без 
петель графа G, 10 GGG  ,  розглянемо мінімальне укладання VGf : , 
де V= )(G , V -замкнутий орієнтовний многовид, 

)(\),( 100 GGGS ffG   . 
На множині 2–клітин {Δi} N

1 , N= ),( 0 fGSG , визначаємо граф ),( 0
VGF   - 

граф межування 2-кліток кліткового укладення графа G в 2-многовид V . 
Тобто, дві вершини графа межування суміжні тільки за наявності спільного 
ребра їхніх границь відповідних 2-клітин. Для множини точок Х, 

10 GGX  , визначають мінімальну множину 2-кліток )(XSGi   на 

границі яких “виходять” точки із Х графа G. В  [4] було введено θG(Х) – 
характеристику множини SG(X), яка стосувалася наявності у трьох 2-кліток 
спільної вершини, або ними утвореного простого цикла довжини 3  графа 

),( 0
VGF  .  

Задача полягає  у введення іншої характеристики θ(G,X) множини 
точок Х та її використання з метою “приклеювання” ручки h до них так, щоб 
замість чотирьох 2-клітин мати дві 2-клітини із σV+1\f΄(G) на границі яких 
виходять всі ті точки, що виходили на границі чотирьох 2-кліток. 

Означення 1: Будемо говорити, що множина точок Х, SG(X)={Δi} 3
1 , із 

числом досяжності tG(X)=3 та θG(Х)=0 має θG(Х)=1, якщо виконуються 
наступні умови: 

1) )(
3

1


 ii
Λ(  fGf V ;:  реалізує tG(Х)); 

2) ))(( 01
21  GG Λ ))(( 01

23  GG ; 
3)    3,2,1))(/),()(( 000  ieGXSfG iiGV ; 
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4)       )/|,/|()),()((: 1313101311 eGfeeGfheefGf V   ; 
де ),( 01 h  - трубка (“ручка”) приклеєна  -перетворенням до 2-кліток 

0 та 2 ;  причому для такого укладення f  ́виконуються співвідношення: 
а) 121321002 ))()()/(()/(  efefff ; 
б) 20230302211 )()()/()()()/(  fefffefef ; 
в) ))(())(())(( 2121   XfXfXf , 

де ),(1 fGVi   . 
Означення 1.0. Будемо говорити, що множина точок Х, де 

10 GGХ  , SG(X)={ i } t
1 , t=tG(X)–число досяжності множини Х на V , t3, 

та θ-характеристикою θG(Х)=0, має θ характеристику θG(Х) рівну k, k>0, 
якщо існує 2-кліткове вкладення kVGf  : , де V=V(G) – род графа G при 
якому )(Xf   є досяжною на поверхні роду V+k, тобто 1),( kVG Xt  , за 
умови, що з точністю до перенумерації мають місце співвідношення: 

а) )())(( 31
1

32
1

21  GG ; 
б)  )3)1(1()())(/),()(( 1

000  iGXSfG iGV . 
Означення 2: Будемо говорити, що ребро U, 1GU   суттєве відносно 

θG(Х), де 01 GGX  , при операції видалення ребра, якщо має місце 
нерівність: 

θG\U(Х)< θG(Х), де G\U=(G0, G1,{U}). 
Означення 3: Будемо говорити, що ребро U, UG суттєве відносно 

θG(Х), 01 GGX  , при операції зтискання ребра, якщо має місце 
нерівність: θG U

(Х)<θG(Х), де GU  визначимо наступним  -перетворенням: 
),()),,(\( *

)( aGbabaG ab


 . 

Означення 4:  Будемо називати граф G – мінімальнм відносно θG(Х), 
якщо кожне ребро графа G є суттєвим відносно θG(Х) при операціях 
зтискання чи видалення цього ребра, де 10 GGX  . 

Означення5: Будемо називати граф G-t мінімальним відносно t, t=tG(X) 
(rut=θG(Х)) якщо видалення чи зтискання довільного ребра U, UG1, 
зменшує обидві характеристики множини Х-точок графа G, де під точкою 
розумітимемо або вершину, або внутрішню точку ребра графа. 

Лема 1:      Мають місце наступні твердження: 
1) Графи К4 та К2,3 є 2-мінімальними відносно tG(G0). 
2) Графи наведені в списку 1 (в додатку до цієї статті) є 3-мінімальними 

відносно tG(G0). 
3) Графи із списку 1 є мінімальними відносно θG(G0), де θG(G0)=1, 

θG(G0)=0. 
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4) Для графа G- -образа графа 21 GG   при  -перетворенні визначеному 
на ребрах чи їх частинах наступним чином: 

   ),(),(
1

*

1
20121 




n

i
i

n

i
ii UGUUGG , де )0),(( 211  GGGLp  

та графа G0 гомеоморфного К2,3 існує  -перетворення визначено на 
простих циклах наступним чином: 

),(),( *
00 zLzzGG  , де tG(G0)=2, 

має місце рівність: θj(J0)1, де tj(J0)=3. 
Доведення леми 1: Твердження 1), 2), 3), не потребують доведення. Для 

наочності доведення твердження 4) використаємо рис. 1: 
Розглянемо множину точок Х графа G, яка має число досяжності t, 

t=tG(Х), та 2-кліткове вкладення f, f: VG  , яке реалізує число t. 
Нехай SG(X)={ i } t

1 , ),()( fGXS VG  . Покладемо, що t=3. Оскільки 

θG(Х)=0, то це означає, що не має місце співвідношення: 

))()()(()( 1
32

1
31

1
21

3

1



GGGii

. 
Згідно визначення 1 маємо побудувати 2-кліткове вкладення 

1:,  VGff   на основі вкладення f. Для цього приклеїмо ручку ),( 01 h  до 
2-кліток 1 , 0 , які задовольняють визначенню 1, застосувавши  -
перетворення із [1]. А також наступні співвідношення: 

а)  3210
1

4

1

4
,,,/),(,|| 


fGnGfGf Vs

n

ii

n

i
  

б) )()())/(()/( 213210021 efefff   

в) 
)()(

)/()()()\(

023

030221
1

12




fef
ffefeGf

 

г) )))(())((())(( 2121  XfXfXf , 
при цьому ),(1 fGVi   . 

В загальному випадку Х=G0. Наступні графи G матимуть θG(G0)=1 та 
наведені в списку 2 додатку разом із вкладенням 1:  Gf . 

Відмітимо, що граф г) зтягуватиметься до графа ж), а граф й) отримано 
із з) шляхом стискання ребра. Доведення леми закінчено. 

Теорема: Нехай G-t–мінімальний площинний граф такий, що Х=G0, 

θG(Х)=θ, θG(Х)= θ.  Існує  -перетворення наступного виду: 
)0))(((),(),( 1

*
321   JpRJRGGG  

де (GiK4) або (Gi K2,3), R- означатиме множину пар простих циклів чи 
пар ланцюгів, визначених на множині точок графів Gi, і=1(1)3, R* - результат 
попарного ототожнення ланцюгів чи циклів,  в результаті якого маємо 
(J G) (θ=1). 
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Доведення теореми випливає з наведеної вище леми. 

 
Рис. 1.  Графи iз списку 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Графи iз списку 2 та їхнє укладання на торi 
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