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Понятно, что простоту решения всех трёх задач обеспечивает рекурсия. 
И если в первой задаче «игра с бесконечностью – вещь известная», то 
вызывает удивление отсутствие в литературе решений  второй и третьей 
задач, которые приведены в данной работе. Впрочем, они, может быть, 
просто не найдены. 
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УДК 532.59 

РЕЗОНАНС ДРУГОЇ ГАРМОНІКИ ХВИЛЬОВОГО ПАКЕТУ В 
ДВОШАРОВІЙ РІДИНІ 

В.В. НАРАДОВИЙ 

Evolution equations on the contact surface and on the free surface in the form of 
nonlinear Schrödinger equations are obtained. The phenomenon of second harmonic 
resonance for a system of "layer with haid bottom - the layer with free surface" are 
investigates. 

Получены уравнения огибающих на поверхности контакта и на свободной 
поверхности в виде нелинейных уравнений Шредингера. Изучено явление резонанса 
вторых гармоник для системы «шар с твердым дном – шар со свободной 
поверхностью». 

Вступ. Більшість теоретичних досліджень з вивчення внутрішніх хвиль 
кінцевої амплітуди було пов'язано з аналізом хвильових рухів в системах, де 
внутрішні хвилі слабко нелінійні і є довгими по відношенню до глибини 
рідини [6, 12]. У статтях [1-5, 9, 11] досліджені двошарові системи виду 
«півпростір - півпростір», «шар - півпростір», «шар-шар», а також подано 
обґрунтування методологічних нюансів методу багатомасштабних розвинень. 

У [2] досліджується форма хвильового пакету, а також умови 
резонансу другої гармоніки. Представлено умови поширення хвильових 
пакетів і встановлено характерні особливості резонансної області для 
системи "шар - шар". Аналогічні дослідження проведені в [1] для системи 
“шар - півпростір”. Також явище резонансу другої гармоніки досліджувалось 
в роботах [8, 10]. 

В даній статті досліджено явище резонансу другої гармоніки для 
системи «шар з твердим дном – шар з вільною поверхнею». 

Постановка задачі та метод розв’язання. Математична постановка 
задачі про поширення хвильових пакетів вздовж поверхні контакту двох 
рідких шарів  1 1( , ) : , 0x z x h z        і  2 2( , ) : , 0x z x z h       з 
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густинами 1  і 2  визначається системою, що складається з рівнянь Лапласа 
для потенціалів швидкостей 1  і 2  в кожному з шарів, кінематичних і 
динамічних умов на поверхні контакту та на вільній поверхні, а також 
граничної умови на дні. Математична постановка задачі: 

2 0j    в j , 

, , , ,t j z j x x       на  ,z x t  , 

0, 2, 2, 0,t z x x       на  0 ,z x t  , 

   2 2
1, 2, 1 2(1 ) 0.5t t

              

   3/ 22 2
, ,1 0x xxT


         на  ,z x t  , (1) 

    3 / 22 2 2
2, 0 2 0 0, 0,0.5 1 0t x xxT


             на   0 ,z x t  , 

1, 0z   при 1z h  , 
де 1, 2j  , 2 1/     - відношення густин верхнього і нижнього шарів, 

/a L   - коефіцієнт нелінійності, ( , )x t  - відхиленні поверхні контакту, 

0 ( , )x t  - відхилення вільної поверхні. Для визначення розв’язку задачі для 
малих, але скінченних амплітуд використаємо метод багатомасштабних 
розвинень 

3
1 3

0 1 2 0 1 2
1

( , ) ( , , , , , ) ( )n
n

n
x t x x x t t t O
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1 3
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( , , ) ( , , , , , , ) ( ), 1,2n
j jn

n
x z t x x x z t t t O j


       , 

де n
nx x  , n

nt t   - масштабні змінні. 
Підстановка (2) в (1) приводить до трьох лінійних задач [3] відносно 

невідомих функцій 1 , 01 , 11 , 21 , 2 , 02 , 12 , 22 , 3 , 03 , 31 , 32 , які є 
доданками в розкладах (2). Розв’язки першої та другої лінійних задач , 
дисперсійне співвідношення між хвильовим числом та частотою центру 
хвильового пакету, умови розв’язуваності другої та третьої лінійних задачах 
наведено у роботі [3]. 

Еволюційні рівняння обвідних та резонанс другої гармоніки. 
Використовуючи умови розв’язуваності другої та третьої лінійних задач, а 
також дисперсійне співвідношення , отримаємо еволюційні рівняння 
обвідних на поверхні контакту та на вільній поверхні у вигляді нелінійних 
рівнянь Шредінгера 

2 2
, , ,0.5t x xxA A A IA A       , (3) 
0 0 0 2 0 2 0
, , , 00.5 ( )t x xxA A A I A A       . (4) 
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де A  - обвідна хвильового пакету на поверхні контакту, 0A  - обвідна 
хвильового пакету на вільній поверхні, A  і 

0
A  - комплексно спряжені їм 

величини. 
Як і в попередніх роботах, рівняння (3) та (4) мають розв’язки, які 

залежать лише від часу 
2 2 1exp( )A a i a It   , (5) 

0 2 2 1
0exp( )A a i a I t   . (6) 

Форма хвильових пакетів на поверхні контакту та на вільній поверхні 
визначається формулами (2), звідки 

2 2( , ) cos( ) cos(2 2 ) ( )x t A kx t A kx t O          , (7) 
2 2

0 0 0 0( , ) cos( ) cos(2 2 ) ( )x t A kx t A kx t O          , (8) 
де A  і 0A  розв’язки, що задаються формулами (5) та (6), 

1 2 0 1 2( , , , , , ) /h h T T k L L   , 0 1 2 0 1 2( , , , , , ) /h h T T k M M   . 
Як відомо, в околі кривої 2 0L   виникає резонанс другої гармоніки 

відхилення внутрішньої поверхні контакту, коли амплітуда 2 ( , )x t  зростає 
порівняно з амплітудою 1( , )x t . Подібне явище для двох півпросторів, шару і 
півпростору розглянуто в роботах [1, 10]. На малюнку 1 показана крива 

2 0L   при значеннях 1 210, 1h h  , а також показані околи кривої, де 
значення   більше за задану величину ( 8   і 10  ) 

Аналогічно, в околі кривої 2 0M   виникає резонанс другої гармоніки 
відхилення вільної поверхні, коли амплітуда 02( , )x t  зростає порівняно з 
амплітудою 01( , )x t . Нам малюнку 2 показана крива 2 0M   при значеннях 

1 210, 1h h  , а також показані її околи, де значення 0  більше за задану 
величину ( 0 8   і 0 10  ) 

 
Мал. 1. Області резонансу другої гармоніки при 2 1h   і 1 10h   

а) 8  ; б) 10   
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Мал. 2. Області резонансу другої гармоніки при 2 1h   і 1 10h   

а) 0 8  ; б) 0 10  . 
Висновки. При дослідженні областей резонансу других гармонік 

виявлено, що вони вказують на ті параметри двошарової системи, при яких 
амплітуда другої гармоніки має великі значення. Це зумовлено нехтуванням 
в математичній моделі задач в’язкості і дисипації енергії, а також відсутністю 
третього наближення для обвідних хвильових пакетів. 
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УДК 519.15 

ПРО ГРАФ-ОБСТРУКЦІЮ ОБМЕЖЕНОГО  
ОРІЄНТОВАНОГО РОДУ 

В. І. ПЕТРЕНЮК 

Досліджується задача про побуду із скінчених простих графів iG  орієнтованого 
роду )( iG , де 2,1i , новий граф-обструкцію  G , без вершин степеня 2, 
обмеженого орієнтованого роду )(G , кожне ребро якого є суттєвим відносно роду 
при операції видалення ребра, тобто задовольняє рівності 1)()\(  GuG  . 

 

Задача: Побудувати із скінчених простих графів iG  орієнтованого роду 
)( iG , де 2,1i , новий граф-обструкцію  G , без вершин степеня 2, обмеженого 

орієнтованого роду )(G , кожне ребро якого є суттєвим відносно роду при 
операції видалення ребра, тобто задовольняє рівності 1)()\(  GuG . Основний 
результат: теорема 1 із умовами існування графів-обструкцій обмеженого 
орієнтованого роду. 

Вступ. Основні позначення взяті  із [1], [2]. Нехай G неорієнтований 
скінчений граф без петель і кратних ребер ейлеревого роду  G , а S  - 
замкнутий 2-многовид роду  S , де     1 SG . Якщо це орієнтована 
поверхня, то позначатимемо її через  , а якщо це неорієнтована поверхня, то 
позначатимемо її через  .  
Визначення 1. Граф G  називається таким, що неприводиться над S  або  G -
неприведеним (irreducible), якщо для будь-якого власного підграфа H  графа 
G  має місце нерівність:      GSH  . Множину всіх  G – неприведених 
графів позначимо через ζ(S). Визначення 2. Граф G мінімальний (мінор) над 
S , якщо для будь-якого графа 'G , отриманого з графа G видаленням або 
стисканням довільного ребра, має місце нерівність      GSG  . Множину 
всіх графів мінімальних над S  позначимо через ГS. Множина всіх графів, що 
неприводяться над S  містить ГS  характеризує множину всіх графів рід яких 
не меньше   1 S  . Якщо S евклідова площина, 0S , то ГS =  3,35 , KK .  


