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Таким чином, запропоновано асимптотичний метод дослідження 
коливної імпульсної системи диференціальних рівнянь і встановлено 
асимптотичну властивість розв’язків.  
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УДК 517.9 

ЗВЕДЕННЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ З 
ВІДХИЛЕННЯМ АРГУМЕНТУ ДО СИСТЕМИ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

І.Г. КЛЮЧНИК 

Одержані умови, при яких розв’язками сингулярно збуреної системи 
диференціальних рівнянь з лінійним відхиленням аргументу є розв’язки сингулярно 
збуреної системи диференціальних рівнянь. 

The obtained conditions under witch solution of the singularly perturbed system of 
differential equations the linear deviation of the argument is the singularly perturbed 
solution of differential equations. 

Для систем диференціальних рівнянь з лінійним відхиленням 
аргументу одержані в [1] умови при яких розв’язками розглядуваних систем 
є розв’язки систем диференціальних рівнянь. Метод [1] запропоновано в [2, 
3] до сингулярно збуреної системи і системи з малим параметром при частині 
похідних з лінійним відхиленням аргументу при наявності точки звороту. 

В даній статті шукаються умови при яких розв’язками довільної 
сингулярно збуреної системи диференціальних рівнянь з лінійним 
відхиленням аргументу є розв’язки сингулярно збуреної системи 
диференціальних рівнянь. 

Зведення до системи диференціальних рівнянь. Розглянемо систему 
диференціальних рівнянь з відхиленням аргументу вигляду 

)),1(())()((),())()(( 2
1010   xyxBxBxyxAxA

dx
dy ,            (1) 

де  )(),(),(),(; 1010
2 xBxBxAxARy голоморфні  )22( матриці за дійсно 

змінною x  при ;0xx   малий дійсний параметр;  дійсна додатна стала. 
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Теорема. Нехай матриці 1,0),(),( ixBxA ii , голоморфні в області 
Rxxx  ,0 , виконуються умови 1 – 3 і можна вказати 0  таке, що 

справджуються нерівності 
1,0,)(,)(

00
 ixBxA iiii  , (2) 

1)( 1)(
01000

01000   xex  . (3) 
Тоді при Rxxx  ,0 , 0   кожен розв'язок системи звичайних 

диференціальних рівнянь  
),(),(  xyxC

dx
dy

  (4) 

є розв'язком системи диференціальних рівнянь з відхиленням 
аргументу (1). Крім того, знайдеться матриця ),( xC  така, що 

),()()()(),( 1
1

10  xCxCxCxCxC k
k

k
k


  .                                  (5) 

Матриці kixCxC ki ,0),,(),( 1   , голоморфні при 0xx   і ),(1 xCk  має 
неперервну похідну за змінною   при 0xx  , 0   і )()()( 000 xBxAxC  .  

Ряд 


0
)(

n
n

n xC  є рівномірним при 0xx   асимптотичним розвиненням 

при 0  і 0  матриці ),( xC  і має місце нерівність 

,)(),( 1

0





 k
k

n

n
n MxCxС  0xx  , 0    (6) 

де ),(sup 1 xCM k  при 0xx  , 0  . 
Доведення. Загальний розв'язок рівняння (4) при 0xx   і 0  

визначається за формулою 

00
),(),( yxCxy x 










 ,  (7) 

де 0y  не залежить від змінної x , 








 ),(

0
xCx  при 0xx   і 0  є 

матрицантом системи диференціальних рівнянь (4), де матриця ),( xC  

визначена при 0xx   і 0 . Функція (7) буде задовольняти рівняння (1) 
при 0xx   і 0 , якщо 
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З (8) при 0xx   і 0  отримаємо рівність  
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0010
),())()((

2

yxCxBxB xx 





 


   (9) 

З властивості матриці 








 ),(

0
xCx  випливає, що рівність (9) при 0xx   

і 0  виконується лише тоді, коли  







 


  ),())()(()()(),(

2

01010
xCxBxBxAxAxC xx . (10) 

Таким чином, якщо всі розв'язки системи рівнянь (4) при 0xx   і 0  
є розв'язками рівняння (1), то на вказаній множині матриця ),( xC  
задовольняє рівняння (10). Очевидно і зворотне твердження.  

За допомогою заміни змінних у рівнянні (10) за формулою 
),())()(()()(),( 1010  xZxBxBxAxAxC  . 

 (11) 
одержимо рівняння  







 

 




  ),())()(()()(
),( 10102 xZxBxBxAxA

xZ xx
x .  (12) 

Визначимо оператор  








 
 




  ),())()(()()(
),( 10102 xZxBxBxAxA

xSZ xx
x  

у просторі ),( 0JmC  матриць ),( xZ , заданих і неперервних за двома 
змінними x  і   на множині }||,|||),{( 000   xxxJ  і таких, що 

mxZZ
Jx




),(sup
0),(

0



, де  додатне число таке, що 0  .  

Матриця ),( xSZ  неперервна на множині 0J . Згідно з нерівностями (2), 
(3) правильною є оцінка  

01001000
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, 

тобто якщо виконується нерівність  

me xm  01001000 ))(( 
,   (13) 

то оператор S  переводить простір ),( 0JmC  в себе. 
При 0),( Jx   одержуємо  

021
))((

010021
00100100)(),(),( ZZexxSZxSZ xm    . 

При виконанні нерівності  
1)( 00100100 ))((

0100    xmex ,  (14) 
оператор S  є оператором стиску в просторі ),( 0JmC . 
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Для  
01000

1 )(
1

 


x
mm  будуть виконуватись одночасно нерівності 

(13), (14), де 1m розв'язок рівняння me xm  01001000 ))((  . 
Внаслідок довільності числа   рівняння (10) має єдиний неперервний 

розв'язок для 0xx   і 0 . Довизначимо матриці ),(),,(  xCxZ , при 

0xx   в точці 0  до неперервної за змінними x  і   на множині 
}||,|||),{( 00   xxxJ , поклавши IxZ )0,(  і )()0,( 0 xCxC  . 

Тоді, врахувавши довизначеність ),( xZ  при 0  і рівність (12), 
одержимо, що на множині J  виконується рівність  

 )()(((),( 2
1

2
00  xAxAxZ x  

                       ))),())()(( 22
1

2
0   xZxBxB .                       (15) 

За допомогою (11), (15) можна довести існування неперервної похідної 
),(  xC   за змінною   матриці ),( xC  і можливість зображення при 
Ix ),(   матриці ),( xC  у вигляді ),()(),( 10  xCxCxC  , де матриця 

)(1 C  задається рівністю  
1

0
1 ),(),(   dxCxC . 

Оскільки матриця ),( xC  довизначена при 0  і праві частини 
рівнянь (1) і (4) збігаються при 0 , то всі розв’язки рівняння (4) при 

Ix ),(   є розв’язком рівняння (1) при Ix ),(  . Згідно [1, 4] матриці ),( xZ , 
),( xC  є голоморфними за змінною x  при Ix ),(  . 
Аналогічно можна показати існування неперервної за змінною   

матриці ),(1 xZ  на множині J  вигляду  
1

0
1 ),(),(   dxZxZ  такої, що 

справджується рівність ),(),( 1  xZIxZ  . А також з того, що ),(1 xZ  
задовольняє рівняння  

 
x

dZMZMxZ
0

1011 )),,((),,(),(    

випливає існування частинної похідної  )),(( 1 xZ  на множині J . Отже, на 
множині J  матрицю ),(1 xZ  можна записати у вигляді 

),()0,(),( 211  xZxZxZ  , в якому  
1

0
12 )),((),(  dxZxZ , 

))()(()0,( 001 xBxAxxZ  . Згідно з математичною індукцією і рівністю (11) 
одержимо зображення матриці ),( xC  у вигляді (5), в якому )(1 xC , )(xCi , 

),(1 xCk , ki ,2  визначаються за формулами  
)0,()()()()( 10111 xZxBxBxAxC  , 
)0,()()0,()()( 110 xZxBxZxBxC iii  , 

)0,()(),()(),( 1101 xZxBxZxBxC kkk    . 
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З явного вигляду матриць )(xCi , ),(1 xCk  випливає, що матриці )(xCi , 
),(1 xCk , ki ,2  є голоморфними при 0xx   і матриця ),(1 xCk  має 

неперервну за змінною   при Jx ),(  . 
На підставі результатів [1] та обмеженості матриці ),(1 xCk  при 
Jx ),(   з рівності (5) отримаємо нерівність (6). Теорема доведена. 
Висновки. Для сингулярно збуреної системи диференціальних рівнянь 

з лінійним відхиленням аргументу одержані умови, при яких її розв’язками є 
розв’язки сингулярно збуреної системи диференціальних рівнянь. 
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УДК 681.3.07 

О ПРОСТЫХ РЕШЕНИЯХ ИЗВЕСТНЫХ 
КОМБИНАТОРНЫХ ЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

С.Т. КУЗНЕЦОВ 

Розглянуті прості розв’язки трьох відомих задач, яким присвячена чисельна 
література протягом більш, ніж півсторіччя. 

Simple solutions are considered the three known problems, which devoted numerous 
books for more than half a century. 

Введение. 
Приведём краткие сведения о трёх задачах. 
Задача 1. Об уравнении с 2011-тью радикалами. Была предложена на 

последней Всеукраинской студенческой математической олимпиаде в 
Виннице. Сообщил Владислав Мельник, участник олимпиады, студент 3-го 
курса физико-математического факультета КГПУ им. В. Винниченко. 

Задача 2. Задача о кокосовых орехах. По свидетельству М.Гарднера 
принадлежит к числу наиболее часто решаемых, но наименее поддающихся 
решению диофантовых головоломок [1]. Появилась в 1926 году. 


