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УДК 517.9 
АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМИ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ 
 

І. Г. КЛЮЧНИК, Д. Г. ЗАВІЗІОН 
 

Получено асимптотический метод интегрирования линейной системы 
дифференциальных уравнений с малым параметром при части производных. 

 

The obtained asymptotic method of integration linear system of differential 
equations with small parameter with a turning point. 
 

В даній статті одержано асимптотичний метод інтегрування лінійної 

системи диференціальних рівнянь з малим параметром при частині похідних. 

В [1-8] приводиться огляд літератури і пропонуються методи 

формального спрощення для сингулярно збуреної лінійної системи 

диференціальних рівнянь з точкою звороту.  

Розглянемо систему вигляду 

11 )()(' yxAyxAy    

,)())()((' 2111 yxByxBxBy    (1) 

де ,, 1
mp RyRy   ),(xA  ),(1 xA  ),(1 xB  )(2 xB  голоморфні при  

0|| xx   (2) 

матриці, а )(xB mm  вимірна матриця вигляду  

,)( 2 NxIxB   (3) 

де N  нільпотентна матриця, а ненульові елементи матриці 2I  

визначаються з рівності   

.2,1,0}{),(}{,1}{ 21,212   miIxaII mmiimmm  

Будемо вважати, що 

.0)()(1  xtrAxtrB  (4) 
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,)(' vCu   (5) 

,)()(' uDvxBv     (6) 
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nn DC , сталі матриці відповідно розмірностей pmmp  ,  елементи яких 

є нулі, крім pidDcC nininininn ,1,}{,}{  , а матриці )(),( xUxU n  pp  вимірні,  

)(),( xVxV n  mm  вимірні, pmmpxUxV nn  ,)(),( 11  відповідно. 

Згідно вигляду рівнянь (1), (5), (6) ),( x  формально задовольняє 

матричне диференціальне рівняння  
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Підставляючи (7) в (9)  і зрівнюючи  коефіцієнти при   в нульовому 

степені, одержимо 

),()()(' xUxAxU      (10) 

),()()()()( 1110 xVxAxBxVCxU     (11) 

),()()()()( 1120 xUxBxUxBDxV     (12) 

).()()()( xVxBxBxV     (13) 

З (11) і (14) одержимо  

)),(()( 0 xAxU x   







1

1
00 ),()()()(

m

r

rm
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де  ))((0 xAx  матрицант рівняння (10),  mixq i ,1),(0  довільні 

голоморфні функції в області (2), I  одинична матриця. 
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 Для визначення mixq i ,1),(0   використаємо систему рівнянь, яка 

одержуються з (7),  (9)  і зрівнюючи  коефіцієнти при першому степені 

параметра :   

),()()()()()(' 11110111 xUxAxUxADxVxU   (15) 

 )()()()()(' 2101111 xBxVCxUCxUxV  

),()()()( 1111 xVxAxVxA     (16) 

 01111 )()()(' DxVDxVxU  

),()()()()()( 2111112 xUxBxUxBxUxB    (17) 

)()()()()()()(' 111 xVxBxVxBxBxVxV  . (18) 

Згідно лем із [2] для існування розв’язку рівняння (18) необхідно і 

достатньо виконання наступних умов:  

,1,0,0))())()()`((( 1  mkxBxVxBxVtr k  (19) 

де .)(0 IxB   

Підставивши в (19)  вигляд )('),( xVxV з (15) і скориставшись згідно [2], 

співвідношеннями 

)),(')(()())())'((( 1 xBxBtrrnxBxBtr krnkrn    

одержимо  

),()()(')( 00 xqxTxqxS      (20) 

де  mxq )(0 вимірний вектор з елементами ,,1),(0 mixq i   

),()()( 21 xTxTxT   

елементи матриць )(),(),( 21 xSxTxT  визначаються за формулами  

  )),(')(()()( 2
1 xBxBtrrmxT krm

kr
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  )),()(()( 1
12 xBxBtrxT krm
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  )),(()( 1 xBtrxS krm
kr

  ,,1 mk   .,1 mr   

Помноживши рівняння (20) зліва на матрицю )(1 xD  

,)( 11 NxIxD     (22) 

одержимо систему 
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),()()()(')()( 0101 xqxTxDxqxSxD    (23) 

в якій матриці )()(1 xSxD  і  )()(1 xTxD  при 0x  мають поведінку  

)),(()()(1 xOIxKxSxD      (24) 

),()0()0()()( 11 xOTDxTxD   

де  )()0()0(, 1 mmTDK  верхньотрикутні матриці, елементи яких 

визначаються за формулами  

      ),0(,,0 ,1 kikmijjm kaKmKK    

  )),0()0(()0()()0()0( 1,1
k

kikmi BBtraikTD 

  .1,1,1,1,,1,)0()0(1  mkmimjjmTD jj  

Враховуючи (24), систему (23) перепишемо у вигляді  

,)()(' 00 qxHxxq      (25) 

де  

).()0()0()( 1
1 xOTDKxH     (26) 

З (26) і явного вигляду )0()0(1
1 TDK   випливає, що матриця )0(H має 

власні значення .,1, mi
m

im
i 


  Тоді з [1] випливає, що система (25) має 

ненульовий голоморфний в області (2) розв’язок )(0 xq  такий, що .1)0(0 mq  

Підставивши знайдені функції  )(xU  і )(xV  в (11), (12) одержимо рівняння для 

визначення ).(),(,, 111100 xVxUDC  Помноживши (11) справа на матрицю )(1 xB m , а 

(12) зліва на )(1 xB m  одержимо рівняння  

),()()()()()()( 1
111

1
0 xBxVxAxBxVxBCxU mmm     (27) 

).()()()()()()( 112
1

0
1 xUxBxUxBxBDxVxB mmm    (28) 

При 0x  із (27), (28) одержимо рівняння для визначення матриць 

:, 00 DC  

),0()0()0()0()0( 1
1

1
0

  mm BVABCU    (29) 

).0()0()0()0()0( 2
1

0
1 UBBDVB mm      (30) 

З рівнянь (29), (30) знайдемо: 
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          ,)0()0(,0,)0()0( 2001110 mimiijii UBDCVAC   

  .1,1,,2,,1,00  msmjpiD si  

Враховуючи (29), (30) для визначення матриць )(),( 1111 xUxV  з (27), (28) 

отримаємо рівняння вигляду 

),()(11 xFxxV   ),()(11 xGxxU     (31) 

де )(),( xGxF відомі матриці. 

В силу вибору 00 , DC  маємо ,0)0(,0)0(  GF  тоді 

,)(')(
1

0
 dttxFxxF x  .)(')(

1

0
 dttxGxxG x    (32) 

З врахуванням (31), (32) для )(),( 1111 xUxV  знайдемо значення 


1

0
11 ,)(')( dttxFxV x  

1

0
11 ,)(')( dttxGxU x  (33) 

які визначають голоморфні в області (2) розв’язки рівнянь (31). Отже 

знайдені коефіцієнти розвинень (7), (8) при   в нульовому степені маємо 

систему рівнянь (15) - (18). Поклавши 0)0(11 U  з рівняння (15) однозначно 

знаходимо )(1 xU  а загальний розв’язок рівняння (18) визначається за 

формулою 

),()()()()( 1

1

1
111 xWxBxqIxqxV rm

m

r
rm  




   (34) 

)(1 xW частинний розв’язок рівняння (19). Згідно [2] умови існування 

розв’язку рівняння, що одержується при прирівнюванні коефіцієнтів при   у 

другому степені при підстановкі (7) в (9) має вигляд 

,1,0,0))())()(')()((( 1111  mkxBxFxVxVxBtr k   (35) 

де .)()()()( 0111121 CxUxVxBxF   

Підставивши (34) в (35) одержимо систему рівнянь для визначення 

mixq i ,1),(1   

),()()()(')( 11 xfxqxTxqxS     (36) 
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де mxq )(1  вимірний вектор з компонентами ),(1 xq i  

  .,1)),())(')()()((()( 1
1111 mixBxWxFxWxBtrxf i

i    

Помноживши (36) зліва на матрицю )(1 xD  маємо 

),(~)()()(' 111 xFxqxHxxq     (37) 

де )(~
1 xF  згідно (24) при 0x  має поведінку  

).()())(()(~
1

1
1 xfxDKxOIxF   

Система (37) в області (2) має голоморфний розв’язок )(1 xq  такий, що 

.,1,0)0(1 miq i   Матриці 112121 ,),(),( DCxUxV  однозначно знаходяться з рівнянь 

(16), (17). Можна довести, що вказаним алгоритмом однозначно знаходяться 

довільні коефіцієнти розвинень (7), (8) і коефіцієнти розвинень є 

голоморфними функціями в області (2). 

Матриця (7) при 0  має вигляд ,
)(0
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)0,( 




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


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xV
xU

x  де )(),( xVxU  

визначаються за формулами (14). З умови (4) випливає, що .1)(det xU   Згідно 

вибору розв’язку )(0 xq  системи рівнянь (32) маємо ,1)0( V  а значить існує 

01 xx   такий, що  0)(det xV  для .|| 1xx   Отже 0)0,(det  x  для .|| 1xx   

Можна довести, що за допомогою заміни wVu )(  система (5), (6) 

зводиться до вигляду  

,,2,0',)(' 1111 piwvcw       (38) 

,)()(' 1 wDvxBv       (39) 

де  mvvv m ),...( 1  вимірний вектор;   ,)( 1ss Cc   ;,1 ps   

 ppV )( матриця з діагональними елементами рівними одиниці, в якої 

  ,,2,
)(
)(

)(
1

1 pi
c
cV i

i 



  при умові, що ,0)(1 c  а інші елементи рівні нулю; 
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d
VDD  Таким чином доведена наступна теорема. 
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Теорема. Нехай матриці системи рівнянь (1) голоморфні в області (2). 

Тоді існують формальні ряди (7), (8), коефіцієнти яких голоморфні в області 

(2) такі, що 0)0,(det  x  при 01|| xxx   і формальне перетворення з 

матрицею заміни (7) приводить систему (1) до системи (38), (39).  
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УДК 519.53+517.987  
 

НЕПРЕРЫВНО СУММИРУЮЩИЕ ЛИНЕЙНЫЕ 
ОПЕРАТОРЫ И ВАРИАЦИОННАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

ВЕКТОРНЫХ МЕР 
 

В. А. РОМАНОВ 
Досліджено властивість неперервного підсумовування лінійних операторів в 

просторах вимірних функцій. Також в термінах цієї властивості отриманий 
критерій варіаційної неперервності векторної міри. 

 

The property of continuous summation of linear operators in the spaces of 
measurable functions is investigated. Also a criterion for continuity with respect to 
variation of vector measure in the terms of this property is established. 


