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УДК 519.21 

 

ВАЖЛИВІ МОМЕНТНІ ОЦІНКИ ДЛЯ СХЕМИ МАКСИМУМУ 

К.С. АКБАШ  

Установлено обмеженість моментів нормованого максимуму. 

The limitedness of moments of normalized maximum are established. 

 

Нехай   випадкова величина в 1  з функцією розподілу )(xF , i  

незалежні копії  , ininz 



1
max . 

Покладемо  

)1)(:sup()(  xFxF , 












 y

xF
xy

)(1
1:1inf)( ,   y1 ,                     (1) 
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





 

n
xFxnan

11)(:1inf)(   

 

Далі будемо вважати, що )(xF  неперервна, зростаюча функція і 

)(F . Будемо позначати через  

)0,max(xx  , )0,max( xx  . 

 

Лема 1. Нехай 0x , 0y . Тоді при 1q  
qqq yxyx  .       (3) 

Доведення леми 1. Досить розглянути випадок  1q . Нехай 0 xy , 

10 
y
xzz . Ясно, що нерівність (3) еквівалентна такій 

qq zz  11 .      (4) 

Покладемо 
qq zzzf )1(1)(  ,  10  z . 

Тоді матимемо  






















 

.1
2
1,0

,
2
10,0

,
2
1,0

)1()`( 11

z

z

z

zqqzzf qq
 

Таким чином функція )(zf  зростає на інтервалі 







2
1,0  і спадає на 






 1,

2
1 . 

Окрім того 0)1()0(  ff . Звідси зрозуміло, що 0)( zf  при )1,0(z , тобто 

нерівність (4) установлена. □ 



 

Випуск  72                                      Серія: Математичні науки    НАУКОВI ЗАПИСКИ 

 30 

Лема 2. Нехай   випадкова величина з функцією розподілу )(xF , )( i  

незалежні копії  . Послідовність na  визначена рівністю (2), ininz 



1
max .  Якщо 

виконуються умови 








0

))((1
)(:1, /1
0

00
x

qqq

q

xxF
xdFxxx ,    (5) 








1 )(1

)(:0



xF
xdF      (6) 

то 




q
nn

n
azE

1
sup .      (7) 

Доведення леми 2.  1-й крок. Випадок  1q . Очевидно, що майже 

напевне 






  





)(sup,)(supmaxsup

111
nn

n
nn

n
nn

n
zaazaz . 

Таким чином досить установити оцінки 

 


)(sup
1

nn
n

az       (8) 

 


)(sup
1

nn
n

za .      (9) 

Спочатку розглянемо оцінку (8). За означенням na  не спадна 

послідовність. Тоді зрозуміло, що майже напевне 







 )(sup)(sup
11

nn
n

nn
n

aaz   

і (8) буде випливати із нерівності 

 


)(sup
1

nn
n

aE  . 

Звідси ясно, що досить показати обмеженість інтегралу 






 





 dxxaP nn
n

)(sup
11

      (10) 

(див. 1, с.198). 

Оцінимо зверху підінтегральний вираз в (10) 
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







 

111
))(1()()(sup

n
n

n
nnnn

n
axFaxPxaP  . 

Нагадаємо, що )(nan  , 1n , де )(n  визначена в рівності (1), і 





n

n
n dyyxFaxF

1

)))((1()(1  . 

Таким чином 

    


  









 






























1 0 0 1 1

)(1
1

0)(

.
)(1

)()()()))((1())(1(
n x x

xzF

yx
n xzF

zdFzdFdydyzdFdyyxFaxF


  

Остання умова та оцінка (5) дозволяють оцінити інтеграл (10) 

   
   

















1 2

1

1 21 )1(1
)(

)(1
1)(

)(1
)( z

x zF
zzdFCdx

xzF
zdFdx

xzF
zdF . 

Тобто нерівність (8) установлена. Покажемо справедливість оцінки (9). 

Як відомо ([2]), при виконанні умови (6) 

0)(lim 
 nnn

az  м.н. 

Тому 0x  

 xzaxzaxza nnnn
n

nn
n








  


11

11
,)(sup  , 

а враховуючи, що na  монотонно зростаюча послідовність, отримаємо 

 
 









 

1 1
11

1
))(1)((),()(sup

n n
nn

n
nnnnnn

n
xaFxaFxaxazPxzaP  . (11) 

Для цього, так само, як і у випадку нерівності  (8) перевіримо обмеженість 

інтегралу 










 

0

,)(sup)(
1

0
x

nn
n

dxxzaPxI  

при деякому 0x  ,  01 x . 

   

 









 
























 

1

11
0

0

00

))(1)(())(1)((

))(1)(())(1)(()(

n

xa

mn

nn

n x
nn

n

x n
nn

n

n

yFyFdyyFyF

dxxaFxaFdxxaFxaFxI

  (12) 
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де 












)(1

1

0 yxF
m  . 

Нерівність yxan  0  в силу рівності )(11 naF
n
  еквівалентна такій 

.
)(1

1

0 yxF
n


  

Виберемо 0y  таке, що 1)(0 0  yF . Тоді 

  
  













0 0

.)(
)(1

1
)(1
)(1))(1)((

00

y

mn

y
n ydFy

yF
dy

yF
yFdyyFyF   (13) 

Далі 

   




 
 

0 0 0

0 .))(())(())(1)(( )(1
1

1

y mn y y

yxFmn dyyFdyyFdyyFyF   (14) 

Покладемо )(1)( yFyF  . Скориставшись елементарними оцінками 

)1exp()1(
1

 xx  та 
x

x 1)exp(  , 0x . 

Запишемо останній інтеграл в (14) так 

 
 






















0 0

0

0
)(1

)(1
)(1

)(1))(1(
0

0
)(1

)(1

)(
1

y t

yxF
yF

y

yF dt
xtF

tFCdy
yF

yxFdyyF . (15) 

де 000 yxt  . 

Залишається помітити, що інтеграл в умові (5) при 1q  можна зобразити у 

такому вигляді: 

  
  



















0 0 0

)(
))(1(

))(1(
)(1

)(1
)(1

))(1(
)(1

)(
02

00000y y y

yydF
yyF
yFydy

yyF
yF

yyyF
yFy

yyF
yydF

(16) 

Ясно, що перший доданок справа обмежений, а другий еквівалентний 

інтегралу (15). 

Таким чином установлено, що обмеженість інтегралу (5) достатня для 

справедливості оцінки (9) при 1q . 
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2-й крок. Нехай 1q . Припустимо спочатку, що 1k , 0k  майже 

напевне. За лемою 1 

.supsup
11

q
n

q
n

n

q

nn
n

azaz 


    (17) 

Покладемо 

q
kk  * , q

nna * , *

1

* max knknz 


 , )()()(
1

** q
k xFxPxF   . 

Із наведених вище міркувань (1-й крок, 1q ) маємо 




q
n

q
n

n
nn

n
azEazE

1

**

1
supsup , 

якщо при деякому 00 y  








 



000
))((1

)(
))((1

)(
)(1

)(
/1

0
/1

0

/1

0
*

*

t
qqq

q

y
q

q

y ttF
tdFt

yyF
yydF

yyF
yydF .  (18) 

де qyt /1
00  . Звідси та оцінок (5) та (17) негайно випливає (9). 

Нехай тепер k  довільні випадкові величини в умовах теореми. Із 

відомих елементарних нерівностей отримаємо 






  











q

n
n

q

nn
n

qq

nnn
n

q

nn
n

zazazzaz )(sup)(sup2)()(supsup
11

1

11
. (19) 

Зрозуміло, що 

  )(max)(
1 knknz       (20) 

а 

1)( nz .      (21) 

Із означення na  ясно, що при переході від в. в. )( n  до в.в.  )( n   

послідовність na  не змінюється. Тому із наведеного вище та (20)-(21) 

одержимо 




q

n
n

zE )(sup
1

,  


q

nn
n

azE )(sup
1

. 

Ці оцінки разом з нерівністю (19) і завершують доведення леми 2.  □ 
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УДК 517.9 

АСИМПТОТИЧНЕ ІНТЕГРУВАННЯ СИСТЕМИ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ І 

ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ   

І. Г.КЛЮЧНИК  

Получено асимптотический метод интегрирования линейной системы 
дифференциальных уравнений с малым параметром при части производных. 

The obtained asymptotic method of integration linear system of differential 
equations with small parameter with a turning point. 

В [1] приводиться огляд літератури з основних методів асимптотичного 
інтегрування сингулярно збурених лінійних диференціальних рівнянь з 
точками звороту. В [2] вперше розглянута лінійна система диференціальних 
рівнянь з малим параметром при частині похідних. В даній роботі система 
диференціальних рівнянь, розглядувана в [2], асимптотично зводиться до 
інтегрованої системи рівнянь. 

Розглянемо систему лінійних диференціальних рівнянь вигляду 
1 1y ' A(x)y A (x)y   

1 1 1 2y ' (B(x) B (x))y B (x)y,          (1) 

де p 2
1y R , y R ,   A(x),  1A (x),  1B (x),  2B (x)   голоморфні при  

0| x | x  (2) 

матриці, B(x)  матриця вигляду 0 1
x 0




 
,    малий додатній параметр, 0  . 

Будемо вважати, що 

1trB (x) trA(x) 0.   (4) 

За допомогою перетворення 
1

y u
(x, )

y v


 
  

 
 систему (1) приведемо до 

вигляду 

2u ' C ( )v,  (5) 


