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УДК 519.21 

АСИМПТОТИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ МОДУЛЯ 

ХАРАКТЕРИСТИЧНОЇ ФУНКЦІЇ ВИПАДКОВОЇ 

ВЕЛИЧИНИ З НЕЗАЛЕЖНИМИ  

ДВІЙКОВИМИ ЦИФРАМИ 

О.П.Макарчук 
В работе найдены необходимые и достаточные условия, при которых величина   

| |
lim sup | ( ) |
t

L f t 
  ( ( )f t  – характеристическая функция  ) равна 1, для случайной 

величины   представленной двоичной дробью с независимыми цифрами. 

In this paper found necessary and sufficient conditions under which the value 

| |
lim sup | ( ) |
t

L f t 
  ( ( )f t  – characteristic function of  ) is equal 1, for the random 

variable   with independent binary digits . 

1.Вступ 
Нехай k – послідовність незалежних випадкових величин, які 

набувають значень 0,1 з ймовірностями 0 1,k kp p  відповідно. Випадкова 

величина 
1 2

k
k

k








  називається випадковою величиною   з незалежними 

двійковими цифрами. 

За теоремою Джессена-Вінтнера [6] випадкова величина   має чистий 

розподіл, тобто або чисто дискретний, або чисто абсолютно неперервний, або 

чисто сингулярний. За теоремою П.Леві [7] розподіл  дискретний тоді і 

тільки тоді коли 

0 1
1

max{ , } 0k k
k

p p




 . 

Характеристичною функцією випадкової величини   називається 

комплекснозначна функція ( ) ( )itf t M e 
  , де ( )M  – математичне сподівання. 

Розглянемо величину 
| |
lim sup | ( ) |
t

L f t 
 . 

Теорема 1.[1]. Якщо розподіл випадкової величини   
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1) дискретний, то 1L  ; 

2) абсолютно неперервний, то 0L   ; 

3) сингулярний, то L  може набувати довільного значення з відрізку 

[0;1] . 

В роботі  [5] Жиро навів приклад сингулярного розподілу   , для якого 

0L  . 

Приклад характеристичної функції сингулярного розподілу  , для якого 1L   

наведено Єссеєном в [4] .Сингулярні розподіли  , для яких L  набуває 

заданого значення з відрізку [0;1] побудовані Шварцем [8]. 

В роботі [3] показано, що 0L   тоді і тільки тоді, коли 0
1lim .
2kk

p


  

Потрібно відмітити, що питання знаходження необхідних та достатніх 

умов рівності 1L   в [3] не піднімалось. 

2.Асимптотичні властивості модуля характеристичної функції 

випадкової величини  . 

Теорема 2. Для виконання рівності 1L   необхідно і достатньо, щоб 

2
0( ) 1( ) 1

1

lim sin 0.
2k j k j j

k j
p p 

  
 

  

Доведення. 

Необхідність. 

Позначимо 
1 2

n
k

n k
k

S 



 , тоді послідовність випадкових величин nS  з 

ймовірністю 1 збігається до  , тоді nS  збігається за розподілом до  . 

За теоремою П.Леві про неперервну відповідність характеристичних 

функцій: 

( ) ( ), ( ) .
nSf t f t n t R     

Маємо: 
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2
0 1

1 12

( ) ( ) ( )k

n k
k

itn n

S n n
k k

f t f t p p e
 

     

2
0 1

1

( ) lim ( )k
itn

n nn k
f t p p e 



   

Оскільки 22
0 1 0 1 1| | 1 4 sin

2
n

it

n n n n n
tp p e p p    , то 

2 2
0 1 1

1

| ( ) | (1 4 sin )
2k k k

k

tf t p p






   

Нехай 1L  , тоді існує зростаюча необмежена послідовність додатних 

чисел nt , для якої lim | ( ) | 1nn
f t

 , бо | ( ) | | ( ) |f t f t    для кожного дійсного t . 

Нехай 2[log ]n
n

tm


 , тоді 
2 2log 1 log

2
2

2 2
n nn

n n n
t tm

t t t

 

 


    . 

Маємо: 

2 2 2
0 1 0 11 1

1

2
0( ) 1( ) 1

0

| ( ) | (1 4 sin ) (1 4 sin )
2 2

(1 4 sin )
2

n

n n

n n
n k k j jk j

k j m

m j m j j
j

t tf t p p p p

p p





 

 
 



  


    

 

 


 

Оскільки lim | ( ) | 1nn
f t

 , то 

2
0( ) 1( ) 1

0

lim (1 4 sin ) 1.
2n nm j m j jn j

p p 

  


   

Звідки 

2
0( ) 1( ) 1

0

lim ln(1 4 sin ) 0.
2n nm j m j jn j

p p 

  


   

Оскільки ln( 1)z z  , для ( 1; )z   , то 

2
0( ) 1( ) 1

1

lim sin 0.
2n nm j m j jn j

p p 

  


  

що і потрібно довести. 

Достатність. 

Зрозуміло, що існує зростаюча послідовність натуральних чисел 

1 2 ... ...kn n n     така, що 
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2
0( ) 1( ) 1

1

1sin ,
2k kn j n j j

j
p p k N

k


  


    

Оскільки 2 2 2 2
1 1 1sin 4sin cos 4sin ,

2 2 2 2j j j j j Z   
      , то 

2 2
0( ) 1( ) 0( ) 1( ) 1

1 1

4sin 4 sin ,
2 2k k k kn j n j n j n jj j

j j
p p p p k N

k
  

    
 

      

Розглянемо послідовність 2 kn
kb  , тоді 

1
2 2 2

0 1 0 11 1
1

2
0( ) 1( ) 1

1

2 2| ( ) | (1 4 sin ) (1 4 sin )
2 2

(1 4 sin ).
2

k k k

k

k k

n n n

k j j j jj j
j j n

n j n j j
j

f b p p p p

p p


 



 

 
 



  


   

 

 


 

 Відомо, що 
11

(1 ) 1
n n

i i
ii

 


   , при [ 1;0], {1, 2,..., }j j n      

Для кожного натурального r  маємо 

2 2
0( ) 1( ) 0( ) 1( )

11

16(1 4 sin ) 1 4 sin 1 ,
2 2k k k k

r r

n j n j n j n jj j
jj

p p p p k N
k

 
   



        

Отже, 

2 2
0( ) 1( ) 1

1

16| ( ) | (1 4 sin ) 1 ,
2

| ( ) | 1( )

k kk n j n j j
j

k

f b p p k N
k

f b k







  


     

 

  

Звідки 1L  . 

Відмітимо, що з виконання умови теореми не випливає рівності 

0 1lim max{ ; } 1k kk
p p


  

Розглянемо послідовність 
2

1 ,
4
1 ,

n

ÿêù î n N
a

ÿêù î n N
n

  
 


 

Нехай 0

1 1 4
2

n
n

a
p

 
 , тоді 0 1n n np p a . 

Маємо 
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2 2 2

2
2 2 2 2

1 1 2 2 1 10( ) 1( )
1 1 1 2 1

1 1sin sin sin sin 0( )
2 2 ( ) 2 4 2

l

j j j jl j l j l j
j j j j l

p p a l
l j

     

     
    

    
     

З іншого боку, послідовність na  не прямує до 0 при n  , тому умова  

0 1lim max{ ; } 1k kk
p p


  не виконується. 

Маємо наступний важливий наслідок. 

Теорема 3. Для випадкової величини  з незалежними двійковими 

цифрами величина L  

1) дорівнює 0 тоді і тільки тоді, коли 

0
1lim .
2kk

p


  

2)належить відрізку (0;1)  тоді і тільки тоді, коли 

2
0

2
0( ) 1( ) 1

1

1lim( ) 0;
2

lim sin 0
2

kk

k j k j j
k j

p

p p 




  
 

  

 



 

3) дорівнює 1 тоді і тільки тоді, коли 

2
0( ) 1( ) 1

1

lim sin 0.
2k j k j j

k j
p p 
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