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Посібник містить завдання контрольних робіт з математики ІІІ етапу Всеукраїнського 

конкурсу-захисту науково-дослідницьких робіт учнів-членів Малої академії наук України 
фізико-математичного та економічного, науково-технічного відділень та відділення 
обчислювальної техніки та програмування 2000-2008 років, наведені їхні розв’язання, 
відповіді. До деяких задач подано декілька способів розв’язання.  

Не секрет, що такі завдання викликають великі труднощі не тільки у школярів та 
студентів, а й у досвідчених вчителів, оскільки як правило потребують нестандартних 
підходів чи спеціальних прийомів. Даний посібник покликаний полегшити роботу вчителів 
при підготовці учнів до конкурсів, математичних турнірів, змагань, олімпіад. Наведені 
відповіді (розв’язання) дозволяють здійснити самоконтроль. 

Видання розраховане на вчителів математики, студентів математичних 
спеціальностей вищих навчальних закладів, учнів, які цікавляться математикою. 

 
Посібник рекомендований до друку за рішенням 

Вченої ради фізико-математичного факультету від 
2 грудня 2008 року (протокол № 6). 

Друкується в рамках проекту «Організація 
інтенсивної математичної підготовки обдарованих 
школярів Кіровоградщини» за підтримки Управління 
освіти і науки Кіровоградської обласної державної 
адміністрації 
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У Кіровограді в 1996 році було створено регіональне відділення МАН, яке 
об'єднує під своїм дахом здібну до науки шкільну молодь. Робота цього закладу 
полягає в пошуці і залученні до науково-дослідницької, експериментальної та 
винахідницької роботи обдарованих кіровоградців. 

Програма Всеукраїнського конкурсу-захисту науково-дослідницьких робіт 
учнів-членів Малої академії наук України передбачає три етапи. Перший етап - 
конкурс науково-дослідницьких робіт. Оцінюються: складність, науковість, 
повнота розкриття теми; аргументованість висновків; актуальність та елементи 
творчості; стиль, грамотність; якість оформлення роботи. Максимальна 
кількість балів - 22. Другий етап - виконання контрольних завдань із базових 
дисциплін. Контрольна робота передбачає 9 завдань за трьома рівнями 
складності та виконується протягом 3 годин: 1 рівень - 3 завдання по 2 бали, 2 
рівень - 3 завдання по 4 бали, 3 рівень - 3 завдання по 7 балів. Максимальна 
кількість балів - 39. Третій етап - захист науково-дослідницьких робіт. На 
захисті мають право бути присутніми інші члени секції як опоненти. Для 
захисту надається до 10 хвилин. Оцінювання захисту передбачає: аргументацію 
вибору та розкриття теми дослідження з урахуванням власного вкладу 
дослідника; логічність, чіткість, лаконічність викладання матеріалу, 
використання наочних матеріалів; повноту, вичерпність відповідей; культуру 
мовлення; активна кваліфікована участь у веденні дискусій. Максимальна 
кількість балів - 39. Максимальна сумарна оцінка за участь у всіх етапах 
програми конкурсу-захисту становить 100 балів. 

Переможці визначаються за сумою балів, одержаних на всіх етапах 
конкурсу-захисту. Кількість перших, других, третіх місць становить до 50 
відсотків від загальної кількості учасників у секціях з орієнтовним розподілом 
їх у співвідношенні 1:2:3. Перше місце не визначається, якщо учасник не 
набрав 85 балів. Друге місце не визначається, якщо учасник не набрав 80 балів. 
Третє місце не визначається, якщо учасник не набрав 75 балів. При рівності 
залікових балів декількох учасників місця визначаються за результатом 
виконання контрольних завдань з базових дисциплін.  

Посібник спрямований на консультаційну допомогу учням-членам МАН 
при підготовці до написання контрольної роботи з математики, наукову 
підтримку вчителів у проведенні занять та при роботі з обдарованими 
школярами. Завдання поділені на 2 групи – алгебраїчні та геометричні задачі, у 
завданнях вказано клас, для якого була запропонована задача, – 9 (10 або 11) та 
у дужках - кількість балів - 2, 4 або 7. Предметний покажчик дозволить швидше 
орієнтуватися в посібнику. 
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Алгебраїчні задачі 

9 (2 бали). Розв’язати систему рівнянь  
⎩
⎨
⎧

=−+

=+−

.452
;932

22

22

yxyx
yxyx

Виключимо вільні члени і зведемо рівняння до квадратного: 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=−+

−⋅=+−

9452

4932
22

22

yxyx

yxyx
 222 :0571714 yyxyx =−+  (досліджуємо окремо 

випадок , переконуємося, що 0=y 0≠y ), а тоді:  0571714
2

=−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x

y
x  – маємо 

квадратне рівняння відносно невідомої ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x ; дискримінант 

, 22 5934815714417 ==⋅⋅+=D

;
28

5917

2,1

±−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x  

7
19

28
76

1

−=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x ; 

2
3

28
42

2

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x . 

1) 1775 22 =− yx ; yx
7

19
−= ; 177

49
3615 22 =−⋅ yy ; 8331462 2 =y ; 

86
49

1462
8332 ==y ; 

86
7

86
49

2,1 ±=±=y ;  
86

19
86
49

7
19

2,1 mm =⋅=x .  

Маємо два розв’язки:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

86
7;

86
19 ; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

86
7;

86
19 .  

(Перевірка: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅−−⋅

=++

.4
86
495

86
133

86
3612

;9
86

147
86
266

86
361

 – вірно). 

2) ;   1775 22 =− yx yx
2
3

= ;  177
4
95 22 =−⋅ yy ;  17

4
17 2 =y ;  42 =y ; 

;   а тоді 324,3 ±=y 2,1 ±=x .   Маємо ще два розв’язки:  ;  . )2;3( )2;3( −−

(Перевірка: 
⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

.420618
;912129

 – вірно). 

Відповідь: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

86
7;

86
19

m ; )2;3( ±± . 

 

10 (2 бали). Розв’язати систему рівнянь  
⎩
⎨
⎧

=−+

=+−

.462
,332

22

22

yxyx
yxyx

Виключимо вільні члени і зведемо рівняння до квадратного: 
; переконуємося, що 030112 22 =+−− yxyx 0≠y , тоді: 



030112
2

=−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x

y
x ,  219361240121 ==+=D ,  

4
1911

2,1

±−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x ;   

2
15

1

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x ,  2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x . 

1) yx
2

15
−= ,    3315

4
225 222 =++ yyy ,  3

4
297 2 =y ,   

99
4

297
122 ==y ; 

113
2

2,1 ±=y ; 
11
5

2,1 m=x . Маємо 2 розв’язки:   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

113
2;

11
5

m . 

2) yx 2= , 3344 222 =+− yyy , 12 =y , 14,3 ±=y , 24,3 ±=x , розв’язки . )1;2( ±±

Відповідь: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

113
2;

11
5

m ; )1;2( ±± . 

 
11 (4 бали). Знайти принаймні один многочлен 

( ) dcxbxaxxxf ++++= 234  з цілими коефіцієнтами , щоб число dcba ,,,
444 8432 +−  було коренем рівняння 0234 =++++ dcxbxaxx . 

Нехай 444 8432 +−=x , ( ) ( )24424 8243 +=+x , 84218262 ++=++ xx , 

xx 2623142 −=+ , або =+142x ( ) 263 x− ; підносимо до квадрата, 

отримаємо: 18727219628 224 +−=++ xxxx , звідки 01787244 24 =++− xxx . 
 
10 (7 балів). Знайти всі пари цілих чисел , щоб многочлен ),( qp

1)1(2345 +−+−++ xqpxqxpxx  розкладався в добуток многочленів з цілими 
коефіцієнтами. 

Дослідимо, чи можуть бути раціональні (цілі) корені, їх слід шукати серед 
дільників вільного члена: . 1±

031)1(1)1( ≠=+−+−++= qpqpP , отже 1 не є коренем при . qp,∀

011)1(1)1( ≠−=+−−−−+−=− qpqpP , отже -1 не є коренем при qp,∀ . 
Отже, лінійних множників бути не може, тоді лишається можливість - є 

множники 2-го та 3-го степенів з цілими коефіцієнтами: 
а) ( )( )111)1( 2322345 +++++=+−+−++ cxbxxaxxxqpxqxpxx , причому 

 
⎩
⎨
⎧

+=−
+=

,1
,

caq
abp

⎩
⎨
⎧

−−=
+=

,1
,

caq
abp

 або 

б) 1)1(2345 +−+−++ xqpxqxpxx ( )( )11 232 −++−+= cxbxxaxx , причому 

  
⎩
⎨
⎧

−−=−
+=

,1
,

caq
abp

⎩
⎨
⎧

++=
+=

.1
,

caq
abp

Випадок а). Умова має виконуватись для Rx∈∀ , у тому числі і для 
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:1±=x   оскільки 
⎩
⎨
⎧

−⋅−=−
++⋅+=
),()2(1

),2()2(3
cba

cba
Zcba ∈,, , маємо систему діофантових 

рівнянь. З другої умови маємо дві можливості для }1;1{2 −∈− a , а тоді 

}3;1{∈a :  

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−
++⋅=

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
++⋅=

=

),(1
),2(53

,3

),(1
),2(33

,1

cb
cb

a

cb
cb

a

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=−

=++

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=+

=

),(1

,
5
32

,3

,1
,1

,1

cb

cb

a

cb
cb

a

  
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=

ціліне
c
b
a

,0
,1

,1

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

−−=
+=

,0
,0

,1
,

q
p

caq
abp

 

Випадок б). При :1±=x  
⎩
⎨
⎧

−+−⋅−=−
+⋅=

),2(1
),(3

cba
cba

 Zcba ∈,, , з другої умови 

маємо дві можливості для , а тоді:  }1;1{−∈a

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=
+=

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+−=

−=

,21
,3

,1

,21
),(3

,1

cb
cb

a

cb
cb

a

          

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

,0
,3
,1

,2
,1
,1

c
b
a

c
b
a

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⎩
⎨
⎧

++=
+=

.2
,4

,2
,2

,1
,

q
p

q
p

caq
abp

Отже, маємо пару )0;0();( =qp  і многочлен 
15 ++ xx ( )( )11 232 +−++= xxxx ;  

)2;2( −−      і     13222 2345 +++−− xxxxx ( )( )121 232 −−−−−= xxxxx ; 

)2;4(      і    1424 2345 +−−++ xxxxx ( )( )131 232 −+−+= xxxx . 

Відповідь: 
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

q
p

; ;  
⎩
⎨
⎧

−=
−=
2
2

q
p

⎩
⎨
⎧

=
=

2
4

q
p

. 

 
9 (2 бали). Обчислити без таблиць: . °+°⋅° 56sin56cos34sin 2

.156sin56cos56cos56sin56cos34sin 22 =°+°⋅°=°+°⋅°  
 

10 (2 бали). Обчислити без таблиць: 
2

70sin
40sin10cos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
°

°+° . 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

°
°⋅°⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
°

°+°
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
°

°+°
222

70sin
20cos60sin2

70sin
40sin80sin

70sin
40sin10cos  
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( ) .3
2
3260sin2

2
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=°⋅=  

10 (2 бали). Обчислити без таблиць: °⋅° 306sin18sin . 

=
⋅°

⋅°⋅°−
=

°
°⋅°°−

=°°−=°⋅°
218cos2

236sin36cos
18cos2

18cos236cos18sin36cos18sin306sin18sin  

( ) .
4
1

72sin4
72sin

7290cos4
72sin

18cos4
72sin

−=
°
°

−=
°−°

°
−=

°
°

−=  

 

11 (2 бали). Обчислити без таблиць: 
26

11
18
7

139
ππππ tgtgtgtg ⋅⋅⋅ . 

Помічаємо, що сума аргументів першого і третього множників, другого і 

четвертого дорівнює 
2
π , а тоді =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

26
11

1318
7

9
ππππ tgtgtgtg  

1
131399

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=

ππππ ctgtgctgtg . 

 

10 (4 бали). Довести рівність: 
8
1

9
4cos

9
2cos

9
cos =⋅⋅

πππ . 

=
⋅⋅

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅

=⋅⋅

9
sin2

9
4cos

9
2cos

9
2sin

9
sin2

9
4cos

9
2cos

9
cos

9
sin2

9
4cos

9
2cos

9
cos

π

πππ

π

ππππ
πππ  

.
8
1

9
sin8

9
8sin

9
sin222

9
4cos

9
4sin2

9
sin22

9
4cos

9
4sin

9
sin22

9
4cos

9
2cos

9
2sin2

==
⋅⋅

⋅⋅
=

⋅

⋅
=

⋅

⋅⋅⋅
=

π

π

π

ππ

π

ππ

π

πππ

 

 

11 (7 балів). Довести, що: 
8
7

7
3sin

7
2sin

7
sin =⋅⋅

πππ . 

1 спосіб: Розглянемо квадрат лівої частини: 

=
−

⋅
−

⋅
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
7

6cos1

2
7

4cos1

2
7

2cos1

7
3sin

7
2sin

7
sin

222
πππ

πππ  

+⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅+−−−⋅=

7
6cos

7
2cos

7
4cos

7
2cos

7
6cos

7
4cos

7
2cos1

8
1 πππππππ  

;
7

6cos
7

4cos
7

2cos
7

6cos
7

4cos ⎟
⎠
⎞⋅⋅−⋅+

πππππ
 обчислимо окремо добутки (і їхню 
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суму) по два та три співмножники: 

=
⋅⋅

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅

=⋅⋅

7
2sin2

7
6cos

7
4cos

7
4sin

7
2sin2

7
6cos

7
4cos

7
2cos

7
2sin2

7
6cos

7
4cos

7
2cos

π

πππ

π

ππππ
πππ

8
1

7
2sin8
7

2sin

7
2sin8
7

16sin

7
2sin4

7
8cos

7
8sin

7
2sin4

7
6cos

7
4cos

7
4sin2

===
⋅

=
⋅⋅⋅

= π

π

π

π

π

ππ

π

πππ

; 

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⋅=⋅+⋅+⋅
7

2cos
7

6cos
2
1

7
6cos

7
4cos

7
6cos

7
2cos

7
4cos

7
2cos ππππππππ  

.
7

4cos
7

6cos
7

2cos
7

2cos
7

10cos
2
1

7
4cos

7
8cos

2
1 πππππππ

++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+  

Підставимо все у початковий вираз, матимемо: 

64
7

8
11

8
1

7
3sin

7
2sin

7
sin

222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πππ , звідки слідує доведення того, 

що потрібно. Автори вдячні Олегу Анатолійовичу Чернякову, вчителю-
методисту, вчителю математики НВО ЛШДС «Вікторія-П», за запропоноване 
розв’язання. 

2 спосіб. Використаємо комплексні числа ( 12 −=i ). Розглянемо рівняння 
, його корені kε  ділять коло одиничного радіуса на 7 рівних частин: 017 =−x

 ;
7

2sin
7

2cos;1 10
ππεε i+==  ;

7
4sin

7
4cos2

ππε i+=  ;
7

6sin
7

6cos3
ππε i+=  

;
7

8sin
7

8cos4
ππε i+=  ;

7
10sin

7
10cos5

ππε i+=  ;
7

12sin
7

12cos6
ππε i+=  причому 

;1,
7

2cos2 6161 =⋅=+ εεπεε  ;1,
7

4cos2 5252 =⋅=+ εεπεε  ,
7

6cos243
πεε =+  

.143 =⋅ εε  Тоді розклад 17 −x  на множники має вигляд: 
 або  )()()()()()()1(1 654321

7 εεεεεε −⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−=− xxxxxxxx

( ) ( ) ( )()()()()()(
1
1

435261

7

εεεεεε −⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−=
−
− xxxxxx

x
x ), у лівій частині – 

многочлен 6 степеня, який отримаємо за схемою Горнера або діленням 
«кутом», праву попарно перемножимо, матимемо: =++++++ 123456 xxxxxx  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 1

7
6cos21

7
4cos21

7
2cos2 222 πππ xxxxxx . Рівність має місце 

для усіх значень невідомої x , у тому числі і при :1=x  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

7
6cos22

7
4cos22

7
2cos227 πππ , перейдемо до половинного кута:  

8
7

7
3sin

7
2sin

7
sin

7
3sin4

7
2sin4

7
sin47

222
=⋅⋅⇒⋅⋅=

ππππππ . 

 
11 (2 бали). Розв’язати систему нерівностей  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

≥

.
2
2cos

;
2
12sin

x

x
 

 

Розв’язуючи нерівності, отримаємо 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈+≤≤+

∈+≤≤+

.;2
4

72
4

;2
6

522
6

Zmmxm

Zkkxk

ππππ

ππππ

; 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+≤≤+

+≤≤+

.2
4

72
4

;
12
5

12

mxm

kxk

ππππ

ππππ

; а тоді 

 Ζ∈Ζ∈

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+≤≤+

+≤≤+
ln

lxl

nxn
,

;2
12

172
12

13

;2
12
52

4

ππππ

ππππ

. 

 
10 (2 бали).  Знайти множину значень функції xxy 3cos123sin5 −= . 

1 спосіб. Враховуючи рівність ( ϕ+⋅+=⋅+⋅ xbaxbxa sincossin 22 ) , де 

a
barctg=ϕ , отримаємо:  

( )ϕ+⋅=−= xxxy 3sin133cos123sin5 , де ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

5
12arctgϕ .  

Відповідь: множина значень: [ ]13;13− . 
2 спосіб. Врахуємо нерівність Коші-Буняковського, маємо: 

);3cos;3sin()12;5(3cos123sin5 xxxxy ⋅−=−=  

.133cos3sin)12(5

)3cos;3sin()12;5()3cos;3sin()12;5(
2222 =+⋅−+=

=⋅−≤⋅−=

xx

xxxxy
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Знак рівності досягається, коли розглядувані вектори колінеарні, їхні 
координати пропорційні    ( ;max bay ↑↑⇔   ;min bay ↑↓⇔ ):  

;0
12
3cos

5
3sin13max >=

−
=⇔= kxxy  звідки xxtg 3,

12
53 −=  – у другій чверті, 

Zkkarctgx ∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ,2
12
53 ππ , звідки отримуємо x , при якому  .13max =y

;0
12
3cos

5
3sin13min <=

−
=⇔−= kxxy  звідки xxtg 3,

12
53 −=  – у ІV чверті, 

Zllarctgx ∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ,2
12
53 π .    А тому [ ]13;13−∈y . 

Відповідь: множина значень: [ ]13;13− . 
 
11 (7 балів).  При якому значенні параметра  найбільше значення виразу  a

xaxyxyxa sincos3)(sin5)cos( ++−+−  дорівнюватиме 8? 
Врахуємо нерівність Коші-Буняковського, маємо: 

( )×=++−+− aaxaxyxyxa ;3;5;sincos3)(sin5)cos(  

( ) ×+++≤−−× 222 35sin;cos);(sin);cos( aaxxyxyx  

82142sincos)(sin)(cos 22222 =⋅+=++−+−× axxyxyx , звідки 

324142 2 ±=⇔⋅=+ aa . 
Зауваження: очевидно, можна підібрати 2 невідомі );( yx   для кожного із 

значень параметра   так, щоб виконувались умови: 3±=a

0sin
3

cos
5

)sin()cos(
>==

−
=

−
a

xxyx
a

yx . А тоді вираз, даний в умові, дійсно 

досягає максимального значення, що дорівнює 8. 
 

11 (4 бали).  Розв’язати рівняння 08
cos
cos22 =−−

x
xxx . 

08
cos
cos22 =−−

x
xxx ;  2

2

3
cos
cos

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

x
xx ;  3

cos
cos

±=−
x
xx ;  

Щоб розкрити модуль, врахуємо знак  у І, ІV чверті: xcos ;31±=x   

. ⎢
⎣

⎡
−−=
−=

чвертейцихзоднійвнілежитьнеx
чвертейцихзоднійвнілежитьнеx

2
4

2

1
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У ІІ, ІІІ чверті:  ⎢
⎣

⎡
−=
−−=

±−=
.2
.4

;31
2

1

чвІІвлежитьx
чвІІвлежитьx

x

Відповідь: { }. 2;4−
 
11 (4 бали). Знайти усі пари чисел );( yx , для яких справджується 

нерівність  .1
cos

1 2xy
x

y −−≥−
π

 

ОДЗ: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥−−

≥−

≠

.01

;0
cos

1
;0cos

2xy

x
y

x

π

π

 З останньої умови маємо, що , а з 

передостанньої, що 

1≤y

1
cos

1
≥≥

x
y

π
, причому знак рівності досягається, коли 

ZkxZkkxx ∈=⇒∈=⇔±= ,1cos πππ , а тому маємо: 1=y , підставляємо в 
ліву і праву частини, враховуємо ОДЗ, маємо: .0=x  

Відповідь:  ).1;0(
 
10 (4 бали). Довести нерівність 252sin9cos24sin24 ≤⋅+⋅−⋅ xxx . 
Нехай yxx =− cossin , тоді xxxxxy 2sin1coscossin2sin 222 −=+−= , 

тому . Маємо нерівність: 212sin yx −=

( ) ( ) 043016249251924 222 ≥−⇔≥+−⇔≤−+ yyyyy , що вірно. 
 
11 (4 бали).  Довести нерівність: ( ) ( ) xxyxyx 2sin22cos2 ≥++−⋅− . За 

яких умов досягається рівність? 
Перенесемо все у праву частину і виділимо повний квадрат:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++⋅−⋅+−=−++−⋅− xxxyxyxxxyxyx 2222 coscoscos2sin22cos2
( ) 0coscos 22 ≥++−= xxyx  як сума квадратів. Знак рівності можливий, якщо: 

⎩
⎨
⎧

=
=+−

;0cos
;0cos

x
xyx

 звідки Zkkyx ∈+== ,
2

ππ . 

 
11 (4 бали). Розв’язати рівняння  0sin31621 =−+ xctgxtgx . 

З умови 0sin31621 =−+ xctgxtgx , враховуючи, що 0cos ≠x , 0sin ≠x , 
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та поділивши на xsin , отримаємо 316
sin
cos

cos
21

2 =+
x
x

x
 або 

316
cos1

cos
cos

21
2 =

−
+

x
x

x
. Зведемо до спільного знаменника, отримаємо: 

021cos316cos20cos316 23 =+−− xxx . 
Виконаємо заміну xy cos3= ; тоді xy 22 cos3= ; xy 33 cos33= , 

отримаємо 02116
3
20

3
16 23 =+−− yyy  або 063482016 23 =+−− yyy . Отримане 

рівняння має три раціональні корені виду ,
q
p  причому p  є дільником вільного 

члена 63, а  – дільником старшого коефіцієнта 16. Перевіряємо за схемою 

Горнера або діленням у стовпчик на 

q

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
3x  і т.д.: 

0164
7

028162
3

0424162
3

63482016

−

−

−−

,   маємо 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

=

=

.
4
7

;
2
3

;
2
3

3

2

1

y

y

y

  

А тоді, враховуючи заміну xy cos3= , маємо 
2
3cos =x , звідки 

.,2
6

Zkkx ∈+±= ππ  

 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння  
3

)1(arcsin)12(arcsin π
=−+− xx . 

ОДЗ: ].1;0[
,11

,112
∈⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−

≤−
x

x

x
  

З умови матимемо: ( )
3

cos)1(arcsin)12(arcsincos π
=−+− xx , врахуємо 

формулу косинуса суми:  

( ) ( ) ( ) ( )
2
1)1(arcsinsin)12(arcsinsin)1(arcsincos)12(arcsincos =−⋅−−−⋅− xxxx ;  

а тоді 
2
1)1()12()1(1)12(1 22 =−⋅−−−−⋅−− xxxx , виконаємо тотожні 

перетворення: 
2
132244 222 −+−=+−⋅+− xxxxxx , рівність можлива при 
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невід’ємній правій частині ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
∈⇔≥−+−

4
53;

4
530

2
132 2 xxx , з 

урахуванням ОДЗ маємо обмеження: ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
∈ 1;

4
53x . Піднесемо останню 

рівність до квадрата, матимемо: 

0
4
1333212

4
1948124 22324234 =+−⇔−+−++=+− xxxxxxxxxx . 

Коренями останнього рівняння є  
6
6

2
1
± , але 

6
6

2
1
− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
∉ 1;

4
53 .  

Відповідь: 
6
6

2
1
+ . 

 

11 (4 бали).  Довести: 
4

33)sin1(cos ≤− xx . 

Очевидно, що якщо 0sin ≥x , то   
4

33111sin1cos <=⋅≤−⋅ xx ; на жаль 

це не може бути доведенням при 0sin <x , а тому розглянемо функцію 

xxxxxf 2sin
2
1cos)sin1(cos)( −=−= ; обчислимо похідну 

, критичні точки xxxf 2cossin)( −−=′ ;0)( =′ xf   0)sin21(sin 2 =−−− xx  або 

01sinsin2 2 =−− xx , звідки 0)
2
1)(sin1(sin2 =+− xx ;  

1) 1sin =x ,  0)1( =f ; 

2) 
2
1sin −=x ,        

⎢
⎢

⎣

⎡

+−=

+−=

.26
5

;26
kx

kx

ππ

ππ
 Zk∈ ; 

4
33)

2
11(

2
3)

6
sin(1)

6
cos()

6
( =+⋅=−−⋅−=−

πππf ; 

4
33)

2
11(

2
3))

6
5sin(1()

6
5cos()

6
5( =+⋅−=−−⋅−=−

πππf . 

Звідки випливає 
4

33)sin1(cos0 ≤−≤ xx . 

 
11 (7 балів). Розв’язати нерівність 4 8cossin ≤+ xx . 

 
 

13



1 спосіб. Враховуючи нерівність між степеневими, маємо: 

4

44

22
baba +

≤
+ . Взявши xa sin= , xb cos= , отримаємо: 

44
4

4

22

8
2

16
2

2
2

cossin2cossin ===
+

≤+
xxxx . Таким чином, нерівність 

виконується для всіх дійсних x , для яких xsin  і 0cos ≥x , тобто 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∈ nnx πππ 2

2
;2 , де . Ζ∈n

2 спосіб. Нехай ax =sin , bx =cos , тоді 1cossin 2244 =+=+ xxba . 
Дослідимо функцію ( ) babaf +=,  при умові 144 =+ ba , . Функція 

Лагранжа має вид 

0, ≥ba

( )144 −+−+= babaF λ . 0=
∂
∂

=
∂
∂

b
F

a
F ,  звідси 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

,041
,041

3

3

b
a

λ
λ

3

4
1
λ

== ba  і враховуючи умову 144 =+ ba , маємо 
4 2
1

±== ba . 

4
44

8
2

1,
2

1
±=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±±f . На межі маємо: 0=a  і 1=b  або  і 1=a 0=b , 

. Таким чином найбільше значення функції  дорівнює ( ) ( ) 10,11,0 == ff ( baf , )
4 8 , тобто 4 8cossin ≤+ xx  для всіх x , для яких вирази xx cos;sin  
мають зміст. 

Відповідь: Ζ∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∈ kkkx ,2

2
,2 πππ . 

 
11 (4 бали). Нехай  додатні числа і naa ,...,1 naaa n =+++ ...21 . Довести, 

що . 1...21 ≤⋅⋅⋅ naaa
1 спосіб. Використаємо метод Лагранжа, але розглянемо більш сильну 

умову, коли  - невід’ємні числа, адже при першій умові (  - додатні, naa ,...,1 ia

ni ,1= ) відповідна множина не є компактом (не замкнена). Отже, введемо 
функцію Лагранжа ( )naaaaaaF nn −+++−⋅⋅⋅= ...... 2121 λ  на компакті 

{ }nianaaaK in ,1,0...21 =≥=+++=  0=
∂
∂

ia
F , λ=Π

ia
, де naaa ⋅⋅⋅=Π ...21 , звідси 

 (naaa === ...21 0≠ia ) і враховуючи умову naaa n =+++ ...21 , маємо 1=ia  
. На межі, якщо 1...),...,,( 2121 =⋅⋅⋅= nn aaaaaaF 0=ia  для якогось ni ≤≤1 , то 

. При , , при всіх 10 <=F nai = 0=ja nij ≤≠≤1 , тому знову нерівність 
виконується. 
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2 спосіб. За нерівністю Коші n
n

n aaa
n

aaa
⋅⋅⋅≥

+++ ......
21

21 , звідки 

n
naaa

n
n

⋅⋅⋅≥ ...21 ,   а тоді   1...21 ≤⋅⋅⋅ naaa . 

11 (4 бали). Знайти найменше значення многочлена 
. 222442 34),( yxyxyxyxP −++=

За нерівністю Коші 3
321

321

3
aaaaaa
⋅⋅≥

++  маємо 

 ≥−+++=−++= 222442222442 3)1(334),( yxyxyxyxyxyxyxP

33333133 2222223 2442 =−+=−⋅⋅⋅+≥ yxyxyxyxyx ; а оскільки 1)1;1( =P  і 

3);( ≥yxP , то  .3);(min =yxP  
 
10 (2 бали). Знайти множину значень функції xxy 13cos123sin5 −= . 
3 спосіб. Нехай ax =3sin , bx =13cos . Розглянемо функцію bay 125 −=  

на множині { }122 =+= baK . Функція Лагранжа ( )1125 22 −++−= babaF λ , 

0=
∂
∂

=
∂
∂

b
F

a
F , 

⎩
⎨
⎧

=+−
=+

,0212
,025

b
a

λ
λ

 звідси 
λ2
5

−=a , 
λ
6

=b  і з умови 122 =+ ba  

маємо: 136
4
25

22 =+
λλ

, 
4

1692 =λ , 
2

13
2,1 ±=λ  з відповідними значеннями 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

13
12,

13
5,

13
12,

13
5:,ba  і функція 13,13: −y . На межі: ( ) 121,0 −=y , 

, , ( ) 121,0 =−y ( ) 50,1 =y ( ) 50,1 −=−y . Отже, шукана множина значень: [ ]. 13,13−

 
10 (4 бали). Довести нерівність 252sin9cos24sin24 ≤+− xxx . 
2 спосіб. Нехай bxax == cos,sin , тоді розглянемо функцію 

 при умові ( ) abbabaf 182424, +−= 122 =+ ba  (враховано, що 

xxx cossin22sin ⋅=  і 1cossin 22 =+ xx ). Функція Лагранжа 
( )1182424 22 −+++−= baabbaF λ .  

0=
∂
∂

=
∂
∂

b
F

a
F  

⎩
⎨
⎧

=++−
=++

,021824
,021824

λ
λ
ba

ab
 

81
10812

2 −
+

=
λ
λb , 

81
10812

2 −
+

−=
λ
λa , при 

9±≠λ . Звідси ba −=  і з умови 122 =+ ba  маємо пари : ( )ba, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1,

2
1 , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1,

2
1 . Легко показати (перевірте!), що ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1,

2
1f  і ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1,

2
1f  

.  25≤
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Розглянемо випадки 9=λ  і 9−=λ . При 9−=λ  маємо: 
3
4

=− ba , звідси  

( )
9
7

9
1612 222 −=−=−−+= babaab , тому 

( ) ( ) 25732
9
79

3
4241824, =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅+⋅=+−= abbabaf . 

При 9=λ , 
3
4

=+ ba , аналогічно, ( ) ( )
9
71

9
162 22 =−=+−+= babaab . і b  

є коренями рівняння (за Вієтом) 

a

0
18
7

3
42 =+− yy . Тепер потрібно знайти і b  і 

відповідне значення  та перевірити, що воно менше 25. На межі маємо 
пари : , 

a

( baf , )
( )ba, ( )1,0 ( )1,0 − , , (  з відповідними значеннями : -24, 24, 

24, -24. Отже, . Нерівність доведено. 
( )0,1 ) )0,1− ( baf ,

( ) 25, ≤baf
 

11 (7 балів). Якщо γβα ,,  - внутрішні кути трикутника, 
13
5cos =α , то 

2
3

coscos
sinsin

=
+
+

γβ
γβ . Довести це твердження. 

Враховуючи відомі формули тригонометрії, маємо: =
+
+

γβ
γβ

coscos
sinsin  

.
2
3

12
18

13
12

1
13
5

sin
1cos

22
180

2
2

cos
2

cos2

2
cos

2
sin2

==
+

=
+

==
−°

=
+

=
−+

−+

=
α

αααγβ
γβγβ

γβγβ

ctgtgtg  

 
10 (7 балів). Нехай γβα ,,  - внутрішні кути трикутника і справджується 

рівність γβαγβα sinsinsin2sin2sin2sin ++=++ . Довести, що максимум 
значень кутів можливий тільки для рівностороннього трикутника. 

1 спосіб. Розглянемо ABC∆  з 
кутами γβα ,,  відповідно. Нехай 

rR,  - його радіуси описаного і 
вписаного кіл, S  - його площа, p  - 
півпериметр, IO ентри описаного 
і вписаного кіл. Якщо 

,  - ц
ABC∆  - 

кутний, то гостро
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AOCBOCAOB SSSS ++= , або ( )γβα 2sin2sin2sin
2

2

++=
RS , якщо ABC∆  - 

негострокутний (наприклад, A∠  – тупий), то 

( )( ) =−−+=−+= αγβ 2sin2sin2sin
2

2RSSSS BOCAOCAOB  

( γβα 2sin2sin2sin
2

2

++=
R ). Як відомо (наприклад, з відомої класичної 

формули Ейлера RrROI 222 −= ), rR 2≥  (нерівність Ейлера), тому 

( ) =++ γβα 2sin2sin2sin
2

2R ( γβα sinsinsin
22

2

++=≤=
RRpprS ) (тут 

враховано теорему синусів: αsin2Ra = ), звідки 
γβαγβα sinsinsin2sin2sin2sin ++≤++ . Рівність можлива лише коли 

rR 2= , тобто ABC∆  - рівносторонній ( rR 2= , звідки 0222 =−= RROI , 
OI ≡ ). 

2 спосіб. Розглянемо функцію 
( ) =γβα ,,f γβαγβα sinsinsin2sin2sin2sin −−−++  на компакті 

{ }0,0,, =−++≥= πγβαγβαK . Функція Лагранжа: 
( )πγβαλγβαγβα −+++−−−++= sinsinsin2sin2sin2sinF . 

0=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

γβα
FFF , звідки 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

.0cos2cos2
,0cos2cos2
,0cos2cos2

λγγ
λββ
λαα

 Розглянемо рівняння 

0cos2cos2 =+− λtt . ( ) 0cos1cos22 2 =+−− λtt , 02coscos4 2 =−+− λtt , 

8
331cos λ−±

=t . Зазначимо, що якщо 21 coscos αα =  ( [ ]παα ,0, 21 ∈ ), то 

21 αα = . Тому два з кутів γβα ,,  рівні. Нехай βα = , тоді πγα =+2 , 
απγ 2−= , ( ) ×==−−=−−= ααααααα sin2sin22cos212sinsin24sin2sinf  

( )( )( )=−−−× 11cos221cos 2αα ( )=−−= 1cos4cos3sin2 3ααα  
( 013cossin2 ≤−= )αα  причому рівність можлива, лише коли 0=α , або 

13cos =α , 
2

3 πα = . На межі: 1) 0=α  πγβ =+⇒ , βπγ −= , 0sin2 ≤−= βf , 

причому рівність можлива лише коли 0=β .  2) πα = , звідси 0== γβ , 
( ) 00,0, =πf . Отже, максимальне значення функції : 0 і досягається для 

наступних трійок 

f

( ) :,, γβα  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
,

6
,

6
πππ , ( )0,0,π , ( )0,,0 π , ( )π,0,0 . У випадку кутів 

трикутника нам прийнятний лише перший варіант. 
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11 (2 бали). Розв’язати рівняння 
2
1))3((loglog 23 =−x . 

ОДЗ:    ;      
⎩
⎨
⎧

>−
>−

0)3(log
03

2 x
x

⎩
⎨
⎧

>−
>

13
3

x
x

4>⇒ x ; 

33)3(log 2
1

2 ==−x ; 323 =−x ;  323 +=x . 
 

11 (4 бали). Розв’язати нерівність 42 2
2
2 loglog ≥+ xx x . 

ОДЗ:  
⎩
⎨
⎧

≠
>

.1
;0

x
x

Введемо заміну: ; . xtx t =⇒= 2log2 ( ) 2
2 22log tttxx ==

;1;1;22;422 2222
≥≥≥≥+ ttttt  ; ⎢

⎣

⎡
−≤
≥

1log
1log

2

2

x
x

⎢
⎢
⎣

⎡

≤<

≥

.
2
10

;2

x

x
 

 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння 0678 33 2
2 2loglog =−⋅− xxx . 

Введемо заміну tx =3
2log , тоді  , звідки   і xt 2

3 log=
3

2 tx =

13 2log −= tx , а тоді ( ) 06278
1

32
=−⋅−

⋅
ttt ; 06278

22
=−⋅− tt ; 

, маємо кубічне рівняння відносно  з цілими 

коефіцієнтами , корені шукаємо за схемою Горнера серед 

дільників вільного члена:  

( ) ( ) 06272
22 3

=−⋅− tt ut =
2

2

⎩
⎨
⎧

>
=−−

0
0673

u
uu

013
0312

06111
6701

−−
−−−

−−

   

2,1 −−  – сторонні корені, маємо: , а тоді 3log32 2
22
=⇒= tt

( ) 21
2 3log±=t , повернемося до заміни:  

( ) 2
3

2
3 3log

2,1 22 ±== tx , або  
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3log
3log3log

2,1
2

2
1
22

32 ±⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±⋅

==x . Отримані значення входять в ОДЗ: 

.987,33;251,03 3log
2

3log
1

22 ≈=≈= − xx  

Відповідь: 3log 23 ±=x .  
 
11 (4 бали). Знайти всі yx , , для яких справджуються обидві рівності: 

  та   1log2log =− yx xy .32 22 =+ yx

ОДЗ: . Розглянемо першу умову: 
⎩
⎨
⎧

≠>
≠>

1,0
;1,0

yy
xx

1log2log =− yx xy . 

Введемо заміну , маємо txy =log 112 =⋅−
t

t , звідки ⎢
⎣

⎡
=
−=

.2
,1

t
t

. Повертаючись до 

заміни та враховуючи другу умову, маємо (з урахуванням ОДЗ):  

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

=−+

=

⎩
⎨
⎧

=−+

=
−

−

,032
,

,032
,

2

2

22

1

xx
xy

xx
xy

⇒

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−∈
=

⎩
⎨
⎧

∈

=−

},1;3{
,

},2;1{
,

2

2

1

x
xy

x
xy

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

.
2

1
,2

y

x
 

 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння 
4
1coslogsinlog cossincossin =⋅ ⋅⋅ xx xxxx . 

1 спосіб.    =
⋅

⋅= ⋅⋅ x
xxx xxxx cos

cossinlogcoslog
4
1

cossincossin   

( )xxxx xxxxxx coslogcossinlogcoslog cossincossincossin ⋅⋅⋅ −⋅= , а тоді 

( )xx xxxx coslog1coslog
4
1

cossincossin ⋅⋅ −= , звідки 0
2
1coslog

2

cossin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅ xxx , 

2
1coslog cossin =⋅ xxx , а тоді xxx coscossin =⋅ , xxx 2coscossin =⋅ , 

, ( ) 0sincoscos =− xxx 0cos ≠x , тому xx sincos = , 1=tgx , nx ππ
+=

4
. Як легко 

переконатися,  повинно бути парним, тому n mx ππ 2
4
+= , . Ζ∈m

2 спосіб. ОДЗ:  перейдемо до нової основи, наприклад, 
⎩
⎨
⎧

>
>

,0cos
,0sin

x
x

xsin , 
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отримаємо: 
4
1

)cos(sinlog
coslog

)cos(sinlog
sinlog

sin

sin

sin

sin =
⋅

⋅
⋅ xx

x
xx

x

x

x

x

x , позначимо txx =coslogsin , 

врахуємо, що логарифм добутку дорівнює сумі логарифмів, маємо: 

4
1

11
1

=
+

⋅
+ t

t
t

, звідки ,4)1( 2 tt =+  розв’язуємо квадратне рівняння 

0)1(,012,0421 222 =−=+−=−++ tttttt , отримуємо 1=t . Враховуючи 

заміну  і ОДЗ (І чверть), маємо txx =coslogsin mx ππ 2
4
+= , . Ζ∈m

 
11 (7 балів). Розв’язати рівняння 

 )2sin(log)sin5(sinlog
3434 22 xxx

xxxx
−=−

+−+−
. 

ОДЗ:  перші дві умови дають обмеження 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>−
>−

≠+−

>+−

,02sin
,0sin5sin

,134
,034

2

2

x
xx

xx
xx

( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±
≠

−∈

2
213

4;1

x

x
. 

Якщо усі 4 умови виконуються, вихідне рівняння приводить до:  

⎢
⎣

⎡
=+

=
⇔=+⋅⇔−=−

.013cos2
;02sin

02sin2sin3cos22sinsin5sin
x

x
xxxxxx  

Перше рівняння не задовольняє четверту умову ОДЗ, тому 

,2
3

23
2
13cos nxx ππ

+±=⇔−=  Zn∈ , звідки ,
3

2
9

2 nx ππ
+±=  Zn∈ . Оскільки 

),4;1(−∈x  то з розв’язку nx
3

2
9

2 ππ
+−=   у цей проміжок попадають 

9
10;

9
4;

9
2 πππ

− , а з розв’язку nx
3

2
9

2 ππ
+=   у цей проміжок попадають 

9
8;

9
2 ππ , 

перевіряємо, які з розв’язків задовольняють дві останні умови ОДЗ: 

 
⎩
⎨
⎧

>−
>−

,02sin
,0sin5sin

x
xx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−=
,0

9
4sin

9
4sin

,0
9

2sin
9

sin
9

2sin
9

10sin
9

2sin
9

10sin
:

9
2

ππ

ππππππ
πx

для     0
9

8sin:
9

4
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
ππx  - друга умова не виконується;  
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0
9

2sin
9

20sin:
9

10
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

πππx  - друга умова не виконується; 

0
9

4sin:
9

2
<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
ππx  - друга умова не виконується; 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
,0

9
2sin

9
2sin

9
16sin

,0
9

sin
9

4sin
9

8sin
9

40sin
:

9
8

πππ

ππππ
πx  умови виконуються. 

Відповідь: .
9

8;
9

2
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−∈

ππx  

 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння  
 ( ) ( ) 1)4(logcos)1(logcos 22 =+⋅+ xx ππ . 
ОДЗ: .1−>x   
Враховуючи множину значень функції косинус і те, що права частина 1, 

маємо дві можливості: 
( )
( )
( )
( )

.,,,

,2)4(log
,2)1(log

,2)4(log
,2)1(log

,1)4(logcos
,1)1(logcos

,1)4(logcos
,1)1(logcos

2

2

2

2

2

2

2

2

Znmlk

nx
mx

lx
kx

x
x

x
x

∈

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

+=+
+=+

⎩
⎨
⎧

=+
=+

⇒

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

⎩
⎨
⎧

=+
=+

πππ
πππ

ππ
ππ

π
π

π
π

 

⎢
⎣

⎡

=−

=−
⇒

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

+=

+=

⎩
⎨
⎧

+=

+=

⇒

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

+=+
+=+

⎩
⎨
⎧

=+
=+

++

+

+ ,322
,344

,42
,12

,42
,12

,21)4(log
,21)1(log

,2)4(log
,2)1(log

1212

12

12

2

2

2

2

2

2

mn

kl

n

m

l

k

x
x

x
x

nx
mx

lx
kx

 

Друга рівність рівносильна до ( ) ,3222 22 =−⋅ mn  що неможливо за 
натуральних значень . З умови  

Нескладно перевіряється неможливість виконання умови при від’ємному 
значенні невідомої , наприклад, помноживши на  ( ) ліву і 
праву частини, та при .  

nm i .03232 1212 Nnnmn ∈⇒>⇒>+= ++

m )12(2 +− m 012 <+m
0=m

З першої рівності маємо . Тому 0;3434 >>⇒>+= lklkl Nl∈ .  Далі 

перепишемо  у вигляді 344 =− kl ( ) 3144 =−⋅ −klk . При Nk∈  рівність 
неможлива, бо ліва частина більша від 4, при 0=k  отримаємо , а тоді 1=l 0=x  
(входить в ОДЗ). Якщо Nk ∈− )( , домножимо ліву і праву частини на , при 
цьому ліва частина не буде ділитися на 4, а права – буде. Що неможливо. Тому 
маємо єдину можливість. 

k−4
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Відповідь: 0=x . 
 
11 (7 балів). Розв’язати нерівність 122

2 3)448(log +≥−− xxx . 

Дослідимо графіки функцій )448(log 2
2 xxy −−=  та 123 += xy . 

1. ,   )448(log 2
2 xxy −−=

ОДЗ:  ( ) ( ) ( )1;201240448 2 −∈⇔>−⋅+⋅−⇔>−− xxxxx , 

координати вершини: 9;
2
1

00 =−= yx ; графік симетричний відносно 

прямої 
2
1

−=x ; точки перетину з віссю абсцис 

2
2
12

2
11448

2
2 ±−=⇔=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇔=−− xxxx ; точка перетину з віссю ординат 

; за рахунок симетрії відносно прямої )3;0(
2
1

−=x , графік функції проходить 

через точку ;  ; )3;1(− −∞=
+−→

y
x 2
lim −∞=

−→
y

x 1
lim . На проміжку ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈ 1;

2
1x  функція 

є спадною; на проміжку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∈

2
1;2x  функція є зростаючою. 

2. 123 += xy , графік симетричний відносно прямої 
2
1

−=x . Найменше 

значення 13
2
1 0

min ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−y , точка перетину з віссю ординат ; за рахунок 

симетрії відносно прямої 

)3;0(

2
1

−=x , графік проходить через точку .  )3;1(−

При ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈ ;

2
1x  маємо 123 += xy , функція є зростаючою, на проміжку 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈

2
1;x  функція є спадною. 

Аналіз дозволяє зробити наступні висновки: 

на проміжку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∈

2
1;2x  одна з 

функцій є зростаючою, а інша – спадною, тому 
вони можуть мати не більше однієї точки 
перетину, ця точка –  )3;1(− ;  

22

на проміжку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈ 1;

2
1x  одна функція є 

спадною, а інша – зростаючою, тому міркуючи  
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. аналогічно, на цьому проміжку маємо точку – ;0( Таким чином, 
 Для нерівності маємо 

)3
.0;1 21 =−= xx [ ]0;1−∈x . 

Відповідь: [ ]0;1−∈x . 
 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння 
33 2

3 3loglog 29 xxx += . 

ОДЗ: .1,0 ≠> xx . Враховуючи, що 
xx

3log
13log =  та , маємо: 

xx 3log3=

( )( ) 3
1

33
3 2

3
logloglog 329

−

+=
xxx

, 
3 2

3
3 2

3 loglog 329 xx += .  

Нехай 03
3 2

3log ≥= tx , тоді tt , 21 =t , 12 −=t . Маємо  += 22

23
3 2

3log =x
, 2loglog 3

3 2
3 =x , ( )2

3

33 2loglog =x , 
( ) 5,1

3 2log3=x . 
 

11 (4 бали). Розв’язати нерівність ( ) 0
lg

233
2

2

≥
−
−−
xx

xx

. 

Розв’язання:  ( ) ⇔≥
−
−− 0

lg
233

2

2

xx

xx ( )( )
( ) ⇔≥

−
−+ 0

lg
2313

2 xx

xx

( ) ⇔≥
−
− 0

lg
23

2 xx

x

 

( )

( )

2

2

3 2 0

lg 0

3 2 0

lg 0

x

x

x x

x x

⎡⎧ − ≥⎪⎢⎨
− >⎢⎪⎩⇔⎢ ⇔

⎧⎢ − ≤⎪
⎢⎨

− <⎢⎪⎩⎣

⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

<−<
≤

⎩
⎨
⎧

>−
≥

10
2log
1
2log

2
3

2
3

xx
x

xx
x

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
<<

−

⎢
⎣

⎡
>
<

≤

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
<

+
>

≥

2
51

2
51

1
0
2log

2
51

2
51

2log

3

3

x

x
x

x

x

x

x

 . 

13log2log 33 =< , 0
2

51
<

− , 1
2

11
2

51
=

+
>

+ . Розглянувши перетини 

відповідних множин отримаємо розв’язок: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞

+
∪⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∈ ;

2
510;

2
51x . 

 
11 (4 бали). Розв’язати рівняння ( )xxx −=+ 4log)(log . 3

3
2



Очевидно, розв’язком рівняння є .1=x Покажемо, що інших розв’язків 
немає: у лівій частині рівняння – зростаюча функція, у правій – спадна (на всій 
області визначення )4;0(∈x ), тому графіки цих функцій можуть мати одну 
точку перетину, а отже рівняння має єдиний корінь. 

 

11 (4 бали). Розв’язати рівняння 11 71003 −+ =+ xx . 
Очевидно, розв’язком рівняння є .4=x  Перепишемо рівняння у 

рівносильному вигляді: 
x

xxx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⋅+⇔=+ −−+

3
7

7
13100371003 11 . У лівій 

частині – спадна функція, у правій – зростаюча (на всій числовій прямій), тому 
рівняння має єдиний корінь: .4=x  

 
11 (7 балів). Розв’язати рівняння .7528 +=⋅ xx  
Введемо позначення: 7528)( −−⋅= xxxf , обчислимо похідну 

, критичні точки 5ln52ln28)(' ⋅−⋅⋅= xxxf 0)(' =xf  

( ) 3,12log8log
5ln
2ln8

2
5

55,2 ≈=⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ x

x

. Для оцінки цього числа міркуємо 

наступним чином:  
( ) ( ) ( )

,5,15,3log1
;5,332log1252log1282log2log2log8

5,2

555
8

55

<<
≈+=⋅≈⋅==

  

а тоді для  похідна ( )2log8log;( 55,2−∞∈x ) 0)(' >xf , функція )(xf  зростає, 

причому на кінцях проміжку функція приймає значень протилежних знаків, 
наприклад ,07)(, <−→−∞−∞→ fx  0)1( >f , а тому на проміжку є рівно 

один корінь. Так як 0)1(,07528)3( 33 ><−−⋅=− −− ff , то цей корінь 
локалізовано )1;3(−∈x , нескладно побачити, що .0=x  

На проміжку ( ) );2log8log( 55,2 ∞∈x  похідна 0)(' <xf , функція )(xf  

спадає, причому на кінцях проміжку функція приймає значень протилежних 
знаків, це випливає, наприклад, з того, що 0)5,1( >f , 0)3( <f , а тому на 
проміжку )3;5,1(∈x  є рівно один корінь, цей корінь .2=x  

Відповідь: }.2;0{∈x  
 
11 (2 бали). Скільки коренів має рівняння 42423 3 =++−+ xxx ? 

Вказати один з коренів. 
42423 3 =++−+ xxx .    2=x  є коренем. 

1) 3 3
1 42 −+= xxf  – зростаюча,  .0)23(

)42(3
1' 2

3 231 >+⋅
−+

= x
xx

f  
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2) 22 += xf  – зростаюча ОДЗx∈∀ , .0
22

1'2 >
+

=
x

f  

3) 2423 3 ++−+ xxx  – сума зростаючих функцій – зростаюча функція. 
4) Корінь єдиний 2=x . 
 

11 (2 бали). Знайти рівняння дотичної до графіка xxxxy 345 234 ++−=  
при 1=x . 

38154 23 ++−=′ xxxy ;     0)1( =′y ; 3)1( =y ;    3)1(03 =⇒−+= yxy . 
 
 

11 (4 бали). Знайти рівняння дотичних до кола 
422 =+ yx , що проходять через точку )2;5(A . 

1 спосіб. Одна з дотичних OxAC || , її рівняння: 

. Довжина дотичної АС дорівнює 5, отже, 

довжина другої дотичної теж 5.  

2=y

Нехай );(,5:);( rOKBAByxB ∈=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−+−
⇒

4
5)2()5(

22

22

yx
yx ; 

⎩
⎨
⎧

=+

=+−++−

4
25442510

22

22

yx
yyxx

; ;  ;  
⎩
⎨
⎧

=+

−=−−

4
8410

22 yx
yx

⎩
⎨
⎧

=+

=+

4
425

22 yx
yx

xy
2
52 −= , 

4
2
52

2
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ xx , 410

4
254 22 =−++ xxx , 04029 2 =− xx , 0)4029( =−xx , 

;
2
0

1

1

⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

  ;

29
42

2
54

29
40

2

2

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
−

=

=

xy

x
  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

29
42;

29
40B . 

)21;20(||
29
42;

29
40

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=OB ; рівняння прямої за точкою  і нормальним 

вектором 

)2;5(

:)()21;20( AB⊥−   0)2(21)5(20 =−−− yx   або    0582120 =−− yx . 
Відповідь: 0582120,2 =−−= yxy . 

2 спосіб. Рівняння дотичної )( 000 xxyyy −′+= ;  24 xy −= m , похідна  

22 4
)2(

42
1)(

x
xx

x
xy

−
±=−⋅

−
=′ m ; тоді 

2
0

0
0

2
00 4

';4
x

xyxy
−

±=−= m . Маємо 

)(
4

4 02
0

02
0 xx

x
xxy −
−

±−= m

)2;5(

 – рівняння дотичної; оскільки вона проходить 

через точку , то:  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

−
−

±−=

4

)5(
4

42

2
0

2
0

02
0

02
0

yx

x
x

xxm
;   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

±−=−

4

5)4(42
2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

yx

xxxx mm
; 

0
2
0 5442 xx ±=− m ,    2

00
2
0 254016)4(4 xxx +−=− ,   02940 2

00 =− xx , 
( )

( )⎢
⎢

⎣

⎡

=

=

,
29
40
,0

20

10

x

x
 а тоді маємо 2 рівняння дотичних: 

1) )0(
04

004
2

2 −⋅
−

−−= xy , звідки  2=y ; 

2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

29
40

29
404

29
40

29
404

2

2

xy  або 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅+−=

29
40

21
20

29
42

29
40

42
29

29
40

29
42 xxy    або  582021 −= xy . 

Відповідь: 0582120,2 =−−= yxy . 
 
11 (4 бали). Знайти 

точку на кривій 
, найближчу 

до прямої  

234 84 xxxy −+=

14448 −= xy . 
Знайдемо дотичні до 

кривої, паралельні до даної 
прямої, тоді їхні кутові 
коефіцієнти . 48=k

xxxy 16124' 23 −+=   

4816124 23 =−+ xxx  .0)3)(2)(2(4 =++−⇔ xxx  Маємо точки  2=x , 16)2( =y ; 
2−=x , 48)2( −=−y ; 3−=x , 99)3( −=−y ; та 

рівняння дотичних, відповідно: першої 
)2(4816 −+= xy , 8048 −= xy ; другої 

)2(4848 ++−= xy , 4848 += xy ; третьої 
)3(4899 ++−= xy , 4548 += xy . Аналіз 

рівнянь чотирьох прямих: даної прямої 
14448: −= xyl , дотичних 8048:1 −= xyd ,  

4848:2 += xyd , 4548:3 += xyd  дозволяє 

26 
 



зробити висновок: найближче знаходиться дотична , найдалі – дотична . 

Тому найближче до прямої 
1d 2d

14448: −= xyl  знаходиться точка кривої (2;16). 
Зауваження: Можна було скористатися формулою відстані від точки 

 до прямої );( 000 yxM :: ocbyxal =++   

22

00
0 ),(

ba

cbyxa
lM

+

++
=ρ . 

 

10 (4 бали). Розв’язати систему рівнянь  
⎩
⎨
⎧

=+

=+

.6
;2

55 yx
yx

Система є симетричною відносно двох невідомих, тому можна виразити 
усе через симетричні многочлени від двох невідомих )( yx +  і )(xy , а оскільки 

,2=+ yx  можна отримати рівняння відносно )(xy : 

;6))(( 432234 =+−+−+ yxyxyyxxyx     ;2=+ yx  

;3432234 =+−+− yxyxyyxx  виділимо )( yx + : 

;3)()( 2222222 =+−−+ yxyxxyyx  

;3)2)(()()2)(( 2222 =−+−−−+ xyyxyxxyxyyx  

;3)(2)()()(4)(4)( 222224 =++−−++−+ xyyxxyxyxyxyyxyx  

;3)(5)(5)( 224 =++−+ xyxyyxyx  

3)(5252 224 =+⋅− xyxy ;  

013)(20)(5 2 =+− xyxy ; виконаємо заміну txy = ; матимемо 

013205 2 =+− tt ,  ;3565100
4

=−=
D  

5
3510

2,1

±
=t . Отримуємо: 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
+

+−⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=+

=
−

+−⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

=+

;0
5

35102

5
3510

;2

;0
5

35102

5
3510

;2

2

2

uu
xy

yx

uu
xy

yx

   Розв’яжемо рівняння: 

 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∅<
+

−==
+

+−

−
=

+−
=

−
−==

−
+−

.0
5

35101
4

;0
5

35102

;
5

535
5

35105
5

35101
4

;0
5

35102

2

2

Duu

Duu
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( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−
±=⇒

−
±=

5
5351;

5
5351,

5
53512,1 myxu . 

 

10 (4 бали). Розв’язати систему рівнянь 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

.3
,1

55 yx
yx

 

( ) xyxyyxyx 212222 −=−+=+ , 
( )( ) ( ) xyxyxyxyyxyxyx 312112233 −=−−=−++=+ , 

, ( ) ( ) 1422212 222222222244 +−=−−=−+=+ xyyxyxxyyxyxyx
( )( ) ( ) ( ) =−−+−=+−++=+= xyxyxyyxyxxyyxyxyx 311423 22334455 . 

. Нехай 155 22 +−= xyyx txy = , маємо рівняння 3155 2 =+− tt , 0255 2 =−− tt , 

10
655

2,1
±

=t . Розглянемо варіанти: 

1) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=+

,
10

655
,1

xy

yx
 yx,  є коренями (за Вієтом) рівняння 0

10
6552 =

+
+− zz , 

0<D , . ∅∈z

2) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

=+

,
10

655
,1

xy

yx
 маємо 0

10
6552 =

−
+− zz , 

25
256510

10
10654 −

=
−

=D  

10
256510

2
1 −
+=x , 

10
256510

2
1 −
−=y  або 

10
256510

2
1 −
−=x , 

10
256510

2
1 −
+=y . 

 

10 (7 балів). Розв’язати систему: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

.30
,6

,0

555

222

zyx
zyx

zyx
 

Позначимо , nnn
n zyx ++=σ zyxa ++= , xzyzxyb ++= , xyzc = . Як 

легко переконатися 211 −−+ +−= nnnn cba σσσσ . Причому 
( )( ) xyzxyzxzyzxyzyxzyxzyx 33222333 =+−−−++++=++ , адже 0=a . 

Взявши , маємо: 5=n ( ) xyzxyzxyz 15633030 45 =⋅+−−⋅== σσ , причому тут 

враховано, що ( ) ( )( ) 3
2
1 2222 −=++−++=++ zyxzyxxzyzxy . 2=xyz . За 

теоремою Вієта zyx ,,  є коренями рівняння 0233 =−− tt , 
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( )( ) ( ) 01211 =+−−+ tttt , ( )( ) 021 2 =−−+ ttt , ( ) ( ) 021 2 =−+ tt , , 12,1 −=t 23 =t . 
Звідки маємо: ( ) , ( )2,1,1:,, −−zyx ( )1,2,1 −− , ( )1,1,2 −− . 

 
9 (2 бали). Нехай 0=++ zyx . Довести, що 

 ( ) ( )4442222 2 zyxzyx ++=++ . 

211 −−+ +−= nnnn cba σσσσ  при 3=n , 
( )( )222

2234 00 zyxxzyzxybcb ++++−=−=⋅+−⋅= σσσσ , але  

( ) ( )( )
22

1 222
2222 zyxzyxzyxxzyzxy ++

−=++−++=++ , тому 

( ) ( )4442222 2 zyxzyx ++=++ . 
 
9 (7 балів). Нехай перший і другий члени послідовності дорівнюють 1 і 3 

відповідно, а кожен наступний, починаючи із третього, дорівнює сумі двох 
попередніх. Довести, що жоден із членів цієї послідовності не ділиться без 
остачі на 8. 

Запишемо остачі від ділення членів послідовності на 8:  
3,7,4,3,1,2,7,3,4,7,5,2,3,7,4,3,1 . Як бачимо, дана послідовність остач 

періодична, серед них немає числа 0. 
 
10 (7 балів). Довести, що серед членів послідовності, заданої формулою 

, де , простими числами будуть тільки числа   та  53201 −=+ nn xx 31 =x 1x .2x
Обчислимо  - просте, розглянемо усі інші члени послідовності: 72 =x

( ) 5321400535320205320 12 ⋅−=−−=−= ++ nnnn xxxx . Помічаємо, що другий 
доданок ділиться на 3 і на 7. Оцінюючи перший і другий члени послідовності і 
цей факт, висловлюємо гіпотезу: усі непарні члени послідовності  діляться 
на 3, усі парні  – на 7. Доведення (методом математичної індукції): 

12 +nx

nx2 331 M=x  
(виконується); індукційне припущення: ; індукційний крок 

. А тому  не просте. Доведено (для усіх 

непарних номерів). Для парних: база індукції 

312 M−nx

{ { 33521400 12
33

1212 M
MM

+−+ ⇒⋅−= nnn xxx 12 +nx

772 M=x ; індукційне припущення: 
; індукційний крок 72 Mnx { { 73521400 22

77

222 M
MM

++ ⇒⋅−= nnn xxx  - не просте.  

2 спосіб. . Запишемо характеристичне рівняння: 53201 −=+ nn xx

5320 −= λλ , його коренем є 
19
53

=λ . Введемо допоміжну послідовність 

λλ +=⇒−= nnnn yxxy . Тоді ( ) nnnnn yyyyx 205320 111 =⇒−+=+= +++ λλ , бо 

 
 

29



5320 −= λλ . Маємо: 
19
4

19
53311 =−=−= λxy , ;

19
42020 12 ⋅== yy  ;

19
420 1 ⋅= −n

ny  

а тоді ;
19
53

19
420 1 +⋅= −n

nx   якщо  - непарне,  n ( ) )3(mod1)1(20 22112 ≡−≡ −−− kk , а тоді  

,   )3(mod057534153420 22 ≡≡+⋅≡+⋅−k

n  - парне,  )3(mod1)1(20 1212 −≡−≡ −− kk , а тоді  
)7(mod049534153420 12 ≡≡+⋅−≡+⋅−k , а тому натуральними простими є 

тільки перші члени кожного ряду (парних чи непарних індексів). 
Відповідь: прості тільки   та  1x .2x
 
10 (7 балів). Довести, що серед членів послідовності, заданої формулою 

, де , простими числами будуть тільки числа  та  37141 −=+ nn xx 31 =x 1x .2x
Обчислимо  - просте, розглянемо усі інші члени послідовності: 52 =x

( ) 3715196373714143714 12 ⋅−=−−⋅=−= ++ nnnn xxxx . Помічаємо, що другий 
доданок ділиться на 3 і на 5. Оцінюючи перший і другий члени послідовності і 
цей факт, висловлюємо гіпотезу: усі непарні члени послідовності  діляться 
на 3, усі парні  – на 5. Доведення - методом математичної індукції, як у 
попередньому прикладі.  

12 +nx

nx2

 
10 (7 балів). Довести, що серед членів послідовності, заданої формулою 

, де , простими числами будуть тільки числа   та  85321 −=+ nn xx 31 =x 1x .2x
Обчислимо  - просте, розглянемо усі інші члени послідовності: 

. Помічаємо, що другий 
доданок ділиться на 3 і на 11. Доводимо аналогічно попередньому прикладові: 
усі непарні члени послідовності  діляться на 3, усі парні  – на 11.  

112 =x
( ) 853332858532328532 2

12 ⋅−=−−⋅=−= ++ nnnn xxxx

12 +nx nx2

 
11 (7 балів). Послідовність натуральних чисел  задана формулою 

, де 
nx

1161 +=+ nn xx 11 =x . Які з чисел  будуть простими? KK ,,,, 21 nxxx
Міркування, які привели до розв’язання задачі у попередньому прикладі, 

не дають результату. Тому розглянемо інший спосіб.  
Наше рекурентне співвідношення: 1161 +=+ nn xx . Характеристичне 

рівняння 116 += λλ  має коренем 
15
1

−=λ . Введемо допоміжну послідовність 

λλ +=⇒−= nnnn yxxy . Тоді ( ) 11611 ++=+= ++ λλ nnn yyx , звідки маємо 

, бо nn yy 161 =+ 116 += λλ . Маємо 
15
16

15
1111 =+=−= λxy , ;

15
16n

ny =  а тоді 
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( ) ( )
15

1414
15
1

15
16 +⋅−

=−=
nnn

nx . Очевидно, при будь-якому Nn∈  вираз 

( ) 314 M−n .  
Якщо  - парне, то , тоді mn 2= )5(mod01)1(14 ≡−−≡− nn ( ) 1514 M−n , а 

тому числа виду ( 14
15

14
+⋅

−
= n

n

nx ) при парних  будуть складеними, якщо 

кожен з двох множників не дорівнює одиниці: другий множник не менший 17, а 
перший дорівнює одиниці лише при 

n

2=n . Висновок: 172 =x  - просте. 

Якщо 12 += mn  - непарне, то , а тоді )5(mod1)1(44 1212 −≡−≡= ++ mmn

( ) 514)5(mod014 M+⇒≡+ nn . Маємо ( ) 314 M−n  і ( ) 514 M+n , а тому їхній 

добуток ділиться на 15: ; , а тоді Nttn ∈=− ,314 Nkkn ∈=+ ,514

( ) ( ) ktktx
nn

n =
⋅

=
+⋅−

=
15

53
15

1414  може бути простим, якщо тільки одне з двох 

значень t  або  дорівнює 1; очевидно, цей випадок неможливий, адже з того, 
що 

k
111 =⇒=⇒= knt , маємо 11 =x , яке не є простим і не є складеним. При 

всіх інших непарних значеннях  маємо складені числа. n
Відповідь: тільки  - просте. 172 =x
 
11 (7 балів). Послідовність натуральних чисел  задана формулою 

, де . Які з чисел  будуть простими? 
nx

141 +=+ nn xx 11 =x KK ,,,, 21 nxxx

141 +=+ nn xx , характеристичне рівняння 14 += λλ , корінь 
3
1

−=λ . 

Допоміжна послідовність λλ +=⇒−= nnnn yxxy . Тоді 
( ) 1411 ++=+= ++ λλ nnn yyx , звідки маємо nn yy 41 =+ , бо 14 += λλ . Маємо 

3
4

3
1111 =+=−= λxy , ;

3
4n

ny =  а тоді ( ) ( )
3

1212
3
1

3
4 +⋅−

=−=
nnn

nx . Подальше 

розв’язання аналогічне до попереднього і відповідь: тільки  - просте. 52 =x
 
9 (2 бали). Дійсні числа  – члени арифметичної прогресії. Чи будуть 

квадрати цих чисел членами арифметичної прогресії? 
cba ,,

Нехай  - члени арифметичної прогресії зі знаменником . 
Обчислимо : 

cba ;; d
222 ;; cba
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;
;

;

dbc
b

dba

+=

−=
     

( );2
;

);2(

222

2

222

dbdbc
b

dbdba

++=

−−=

Тоді  є членами арифметичної прогресії, якщо 
. 

222 ;; cba
022 22 =⇒+=− ddbddbd

Квадрати чисел будуть членами арифметичної прогресії тільки за умови, 
якщо . cbad === ,0

 

10 (7 балів). Знайти чотири цілих числа, що утворюють арифметичну 
прогресію, якщо найбільше з них дорівнює сумі квадратів трьох інших. 

Позначимо шукані числа як Ζ∈fcba ,,, , нехай прогресія зростає,  – 
знаменник, маємо  , 

d
Ζ∈−= abd 222 cbaf ++=  – найбільше з fcba ,,, . 

Тоді , , dab += dac 2+= daf 3+=  і 222 cbaf ++= . Маємо 
; звідси отримаємо квадратне рівняння відносно 

:  

222 )2()(3 dadaada ++++=+
a ( ) ( ) 035163 22 =−+−+ dddaa ;  

( ) ( ) Ζ∈≥++−=−−−= ddddddD ,012424351216 222 . 

012424 2 =−− dd ; 42416824144
4

⋅==+=
D ; 

12
426

24
42212

2,1

±
=

±
=d ⎢

⎣

⎡
=
=

⇒
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

Ζ∈

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
∈→

.1
,0

12
426;

12
426

2

1

d
d

d

d  

1) , утвориться послідовність ; 0=d aaaa ,,, 03 2222 =−⇒++= aaaaaa ; 

. Відповідь:  
( )

⎩
⎨
⎧

=⇒
Ζ∈
=−

0
013

a
a
aa

.0,0,0,0

2) , утвориться послідовність 1=d 2,1,,1 ++− bbbb ; 

( ) ( )222 112 +++−=+ bbbb ; 232 2 +=+ bb ; 03 2 =− bb ; 

Відповідь: 
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=⇒
Ζ∈
=−

.2
,1

,1
0

013

f
c
a

b
b
bb

.2,1,0,1−  

Зауваження: Якщо послідовність спадає, матимемо 
.1,0,1,21
.0,0,0,00

−→=
→=

d
d

 

 
10 (7 балів). Числа xxx 13sin,7sin,sin  утворюють арифметичну 

прогресію. Чи утворюють арифметичну прогресію числа xxx 29sin,15sin,sin ? 
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Оскільки числа xxx 13sin,7sin,sin  утворюють арифметичну прогресію, 
то 0)6cos1(7sin26cos7sin27sin213sinsin7sin2 =−⋅⇔⋅=⇔+= xxxxxxxx , а 

тоді Zmn
mx

nx
Zmn

mx
nx

x
x

∈

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
⇔∈⎢

⎣

⎡
=
=

⇔⎢
⎣

⎡
=
=

,
,

3

,
7,

,26
,7

,16cos
,07sin

π

π

π
π

. 

Для того, щоб числа xxx 29sin,15sin,sin  утворювали арифметичну 

прогресію, необхідно, щоб для усіх значень невідомої Zmn
mx

nx
∈

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
,

,
3

,
7
π

π

 

виконувалась умова:  
 ⇔⋅=⇔+= xxxxxx 14cos15sin215sin229sinsin15sin2  

0)14cos1(15sin2 =−⋅⇔ xx , а тоді Zlk
lx

kx
x
x

∈⎢
⎣

⎡
=
=

⇔⎢
⎣

⎡
=
=

,
,214

,15
,114cos
,015sin

π
π

 

Zlk
lx

kx
∈

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
⇔ ,

,
7

,
15
π

π

. Аналіз отриманих результатів, дозволяє зробити 

висновок, що при nlmk == ,5  всі умови виконуються (друга сукупність є 
наслідком першої). Відповідь є позитивною. 

 
9 (4 бали). Довести нерівність ,9141414 ≤+++++ cba  якщо 

. 6=++ cba
Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо:  

.936433)(43

)14()14()14(3)14;14;14()1,1,1(

=+⋅⋅=+++⋅⋅=

=+++++⋅≤+++⋅

cba

cbacba
 

 
9 (7 балів). Знайти найбільше значення функції xxxf 413)( +−⋅= . 
ОДЗ: ]1;0[∈x . 
Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо:  

5)1(43);1()4,3()( 22 =+−⋅+≤−⋅= xxxxxf . 
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Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 

25
169)1(160

43
1);1()4;3( =⇔=−⋅⇔>==
−

⇔−↑↑ xxxkxxxx . 

Функція )(xf  досягає найбільшого значення 5
25
16

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f . 

 

10 (7 балів). Знайти найбільше значення функції 
2

14)( xxxf −+= . 

ОДЗ: ]2;0[∈x . 
Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо:  

( ) 2329)2(221)2;()22,1()(
22 =⋅=−+⋅+≤−⋅= xxxxxf . 

Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 

9
2)2(80

22
2

1
)2;()22;1( =⇔−=⇒>=

−
=⇔−↑↑ xxxkxxxx . 

Функція )(xf  досягає найбільшого значення  23
9
2

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f . 

 
9 (7 балів). Знайти всі пари дійсних чисел ),( yx , для яких  

а) 3314347 =−+++−− yxyx  

б) .3314347 ≤−+++−− yxyx  

а) Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо:  

=−+++−− 14347 yxyx ≤−+−−⋅ )14;3;47()1;1;1( yxyx  

3393)14()3()47(3 =⋅=−+++−−⋅≤ yxyx . 

Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 

0
1

14
1

3
1

47
)14;3;47()1;1;1( >=

−
=

+
=

−−
⇔−+−−↑↑ k

yxyx
yxyx . 

Очевидно, умова 0>k  
виконується, маємо: 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

−=+
+=−−

.1
;0

;143
;347

y
x

yx
xyx

 

Відповідь: пара 
. )1;0(
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б) Нерівність 



3314347 ≤−+++−− yxyx  має місце для усіх ),( yx  з ОДЗ, обчислимо 

ОДЗ:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−
≥+

≥−−

;014
;03

;047

y
x

yx
 

Відповіддю є множина внутрішніх точок ∆ АВС разом з межею. 
 
10 (7 балів). Знайти всі пари дійсних чисел ),( yx , для яких 

.51325 =++++−− yxyx  

Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського, отримаємо:  

=++++−− 1325 yxyx ( )≤++−−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 22;3;25

2
1;1;1 yxyx  

.510
2
5)22()3()25(

2
5

=⋅=++++−−⋅≤ yxyx  

Знак рівності досягається за умови співнапрямленості векторів: 

( ) 0
2

1
22

1
3

1
25

22;3;25
2

1;1;1 >=
+

=
+

=
−−

⇔++−−↑↑⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k

yxyx
yxyx

Маємо:   
⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

+=+
+=−−

.0
;1

;443
;325

y
x

yx
xyx

 

Відповідь: пара . )0;1(
 
10 (7 балів). Знайти всі пари дійсних чисел ),( yx , для яких 

.2063cos8sin15 2 ++=+ yyxx  
Розглянемо ліву частину, скористаємося нерівністю Коші-Буняковського:  

.17cossin815)cos;sin()8;15()( 2222 =+⋅+≤⋅= xxxxxf  Знак рівності 

досягається за умов 
8

150
8

cos
15

sin
=⇒>= xtgxx  (І чверть), звідки 

Zkkarctgx ∈+= ,2
8

15 π . 

Отримали 17cos8sin15 ≤+ xx , а тоді .172063 2 ≤++ yy  Маємо 

обмеження на   :y .1
,0)1(3

,03763
,172063
,172063

2

2

2

2

−=⇔
⎩
⎨
⎧

≤+

≥++
⇔

⎩
⎨
⎧

≤++

−≥++
y

y
yy

yy
yy
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А тоді усі пари описуються: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

∈+=

.1

,,2
8

15

y

Zkkarctgx π
 

 

11 (7 балів). Довести нерівність  55cos6sin815 2 ≤++− yxyxx . 
ОДЗ: ]1;0[∈x . Скористаємося нерівністю Коші-Буняковського:  

.551125cossin1

685)cos;sin;1()6;8;5()(
22222

2222

=⋅=++−×

×++≤−⋅=

yxyxx

yxyxxxf
 

 
10 (7 балів).  Довести нерівність 33sin2sin2sin <−+ xxx . 
Враховуючи нерівність Коші-Буняковського, маємо:  

.38222cos2sin1sin2

2sin22cossin23sin2sin2sin
222 <=≤+⋅+≤

≤+⋅−=−+

xxx

xxxxxx
 

 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння 2211cos7cos9cos2 =−+ xxx .  
Враховуючи нерівність Коші-Буняковського, маємо:  

.222sin19sin9cos2

2sin9sin29cos211cos7cos9cos2
222 ≤+⋅+≤

≤⋅+=−+

xxx

xxxxxx
 

Рівність можлива, лише коли 0
2sin
9sin

1
9cos

>=
x
xx  і 12sin ±=x . 

Розглянемо два випадки:  

1) 12sin =x , 09sin9cos >= xx , а тоді nx ππ 2
2

2 +=  і kx ππ 2
4

9 += ,  де 

Zkn ∈, . Звідси маємо kxnx ππππ
9
2

36
;

4
+=+= , Zkn ∈, . З останніх двох 

рівностей отримаємо 229 −=− kn  (діофантове рівняння), а тоді: tn 2= , 

tk 91+= , Ζ∈t . Звідки  tx ππ 2
4
+= , Ζ∈t . 

2) 12sin −=x , 09sin9cos >−= xx , тоді nx ππ 2
2

2 +−=  і kx ππ 2
4

9 +−= , 

Zkn ∈, . А тоді отримаємо kxnx ππππ
9
2

36
;

4
+−=+−= , Zkn ∈, . Прирівняємо, 

отримаємо: 229 =− kn , tn 2= , tk 91+−= , Ζ∈t . Звідки tx ππ 2
4
+−= , Ζ∈t .  
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Отже, tx ππ 2
4
+±= , де Ζ∈t . 

 
9 (7 балів). Знайти усі трійки дійсних чисел ( )zyx ,, , щоб  

( )
⎩
⎨
⎧

=+++
=−+

.01
,41

24

22

xzyzz
yx

 

Враховуючи нерівність Коші-Буняковського маємо: 

( )( ) ( ) ( ) 242422224 2111 zzzzxyzxzyzz +=+⋅+−≤−+−−=++ , звідси 

( ) 01
2

24 ≤−+ zz , , 124 =+ zz
2

152 −
=z . Рівність можлива, лише коли 

01
2 >=

−
=

−
− k

z
x

z
y , , 21 kzy −=− kzx −= , ( ) ( ) 242222 14 kzzkyx =+=−+= , 2=k . 

2
152; −

=−= xzkx ,     ( ) 52;1511 2 −=−−=−= ykzy ,    
2

15 −
−=z   

або 
2

152 −
−=x , 52 −=y , 

2
15 −

=z . 

Маємо два розв’язки 
2

152 −
±=x , 52−=y , 

2
15 −

= mz . 

 

9 (4 бали). В одному сплаві маси латуні та міді знаходяться у відношенні 
2:3, а в другому – у відношенні 4:5. Скільки частин першого та другого сплавів 
треба взяти, щоб дістати сплав, в якому маси цих металів знаходяться у 
відношенні 10:13? 

Розв’язання задачі зведемо до розв’язання системи лінійних рівнянь, де 
через yx,  позначено, скільки частин першого і другого сплавів треба взяти, 
відповідно, щоб отримати z  частин третього сплаву: 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.1353
;1042

zyx
zyx

   
⎩
⎨
⎧

=+

−⋅=+

.1353
)3(;52

zyx
zyx

 zy 2−=−  . 
⎩
⎨
⎧

=
=

zx
zy 2

А тому першого сплаву треба взяти 1 частину, другого – 2 частини. 
 
10 (4 бали). Визначити значення параметра Ra∈ , при кожному з яких 

рівняння 
8

4
2

3
−

=
− axax

 має від’ємні розв’язки. 
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8
4

2
3

−
=

− axax
,    ОДЗ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠≠

≠

,08

,
2

aпри
a

x

ax
 

1) при   0=a 3;
8

4
2
3

−=
−

= x
x

 – задовольняє умову. 

2)    0≠a )2(4)8(3 axax −=− ,  або   aax 424)83( −=− , 

3
800

3
8)1.2( ≠⇒≠⋅= axa ; 

83
424

3
8)2.2(

−
−

=≠
a

axa , за умовою 0<x , тому ;0
83
424

<
−
−

a
a  нулі 

чисельника і знаменника 6;
3
8

: 

Маємо (з урахуванням випадку 1) ( ∞∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈ ;6

3
8;a ). Врахуємо ОДЗ: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠≠

≠

)0(8
2

a
a

x

ax
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠
−
−

≠
−
−

aa
a

a
a

a

8
83

424
283

424

  
⎩
⎨
⎧

±≠
±≠

⎩
⎨
⎧

−≠−

−≠−
.4
;4

;6424424
;83848

2

2

a
a

aaa
aaa

Виключимо 4−=a , що не задовольняє ОДЗ і входить у проміжок. 

Відповідь: ( ) ( )∞∪⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∪−∞−∈ ;6

3
8;44;a . 

 
10 (4 бали). Знайти всі дійсні значення параметра , для яких нерівність a

012 <−+− axax  має своїм наслідком нерівність 10 ≤≤ x . 
1) 1,010 ><+−= xxa . Умова не виконується. 
2)   :0≠a

0) <aa  – нерівність має своїми розв’язками проміжок  при 
; об’єднання проміжків 

),( ∞−∞

0<D );(),( 11 ∞∪−∞ xx  при 0=D  і ),(),( 21 ∞∪−∞ xx  
при 0>D , а тоді вона не має своїм наслідком ].1;0[∈x  

,0) >aб  якщо , нерівність 00≤D )1(2 <−+− axax  розв’язків не має. 

Якщо 0>D  нерівність 0)1(2 <−+− axax  має своїми розв’язками проміжок 
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);( 21 xx . Вона матиме своїм наслідком проміжок ]1;0[∈x , якщо  а тому 

маємо три умови: 
⎩
⎨
⎧

≤
≥

;1
;0

2

1

x
x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
≥
>

;1
;0
;0

2

1

x
x
D

 ;
2
1;0)12()1(41 2 ≠∀>−=−−= aaaaD    

a
a

x
2

121
2,1

−±
= ; 

Якщо :
2
10 << a   

a
ax

2
)21(1

2,1

−±
= ;  01

2
211

1 ≥=
+−

=
a

ax  – виконується; 

11
2

211
2 ≤

−
=

−+
=

a
a

a
ax  – не виконується при 

2
10 << a . 

Якщо :
2
1

>a   
a
ax

2
)12(1

2,1

−±
= ,  01

2
)12(1

1 ≥
−

=
−−

=
a

a
a
ax  – виконується 

при ;    1≤a 11
2

)12(1
2 ≤=

−+
=

a
ax  – виконується 

2
1

>∀a .  

Відповідь: при ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈ 1;

2
1a . 

 

11 (7 балів). Розв’язати рівняння: 22

2

11
1

x
a

x
xx

=
−+

++ . 

По-перше, 0≠x , і чисельник та знаменник – числа додатні (перевірте!), а 
тому значення параметра ;  по-друге, добутки чисельника і знаменника на 

спряжені дорівнюють: 

0>a
( )( ) 1111 2222 =−+=−+++ xxxxxx , 

( )( ) 2222 111111 xxxx =−+=++−+ . Враховуючи це, маємо: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2222

222

11111
1111

x
a

xxxx
xxxxx

=
−+⋅++⋅−+

++⋅−+⋅++ , а тоді ( ) 222

2

1
11

x
a

xxx
x

=
⋅−+

++  

a
xx

x
=

−+

++

1
11

2

2

, звідки axxax −+=++ 111 22 , а тоді ( ) 111 2 +−=+ xaax , 

за умови ( ) ( ) 011 ≥−⋅+ aax  (*) отримаємо ( ) ( )1112 2222 +−=++ xaaxxa . 

Рівняння  при ( ) 02212 22 =−++− aaaxxa
2
1

=a  перетворюється на лінійне, 

звідки 
4
3

−=x . При 
2
1,0 ≠> aa  маємо квадратне рівняння, а тоді 

( )( ) 222 )1(2212
4

−=−−−= aaaaaaD , 
12

2)1(
2,1 −

−±−
=

a
aaax . Перевіримо 
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виконання умови (*) для . 1x

( 11
12

2)1()1)(1(;
12

2)1(
11 −⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−−−

⋅=−+
−
−−−

= a
a

aaaaaax
a

aaax ), виконав-

ши перетворення, отримаємо ( 2
1 1

12
12)1)(1( −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+−−
=−+ a

a
aaaaax ) ; якщо 

замінити у чисельнику  2ta = , отримаємо кубічне рівняння з єдиним дійсним 

(раціональним коренем) 
2
1 , а тоді для усіх 1,

2
1,0 ≠≠> aaa  умова (*) не 

виконується. Для : 2x ;
12

2)1(
2 −

−+−
=

a
aaax  

( 11
12

2)1()1)(1( 2 −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−+−

⋅=−+ a
a

aaaaaax ), після перетворень матимемо 

( 2
2 1

12
12)1)(1( −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+−
=−+ a

a
aaaaax ) ;  чисельник при усіх  набуває 

додатних значень, тому при 

0>a

2
1

<a  умова (*) не виконується, при 
2
1

>a  

виконується (нескладно помітити, що при 21,01 xxDa === ). 

Відповідь: при  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈

2
1;a  розв’язків не має; при 

2
1

=a   
4
3

−=x ; при 

2
1

>a   .
12

2)1(
−
−+−

=
a

aaax  

 
10 (4 бали). Знайти найменший цілий корінь рівняння 

, що має два різні корені. 012)2(2 22 =+++− kxkx

З умови задачі: ;20)2(4)12()2(
4

,0 22 >⇒>−=+−+=> kkkkDD   

2222,1 −±+= kkx ; найменше значення маємо при 3=k ; ; . 31 =x 72 =x

Перевірка: ;222)( −−+= kkkf  
2

11)('
−

−=
k

kf , ,0)(' =kf 3=k .  

Якщо - спадає, fkfk ,0)(),3;2( <′= fkfk ,0)(),;3( >′∞= - зростає, 
 при . ,3)(min

);2(

=
∞∈

kf
k

3=k

Відповідь: при ; ; 3=k 31 =x 72 =x . 
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11 (2 бали). Знайти найбільше значення функції 
240

23)(
3 +
+

=
x

xxf , якщо x  

набуває тільки натуральних значень. 

Обчисливши похідну ='f
23

23

)240(
)120(6

+
+−

−
x

xx , отримаємо єдину точку x , 

в якій похідна рівна нулю: )5;4(∈x , причому якщо 0'40 ><< fx  і 
0'5 <> fx , а тому в точці 5,4≈x  функція досягає максимуму. Оскільки 

Nx∈ , обчислюємо 
152

7
2404

243)4(
3

=
+
+⋅

=f  і 
365
17

2405
253)5(

3
=

+
+⋅

=f  та 

переконуємося, що )4()5( ff > . Зауваження: функція (і похідна) визначені для 
усіх Nx∈ .  

Відповідь: при 5=x ; 
365
17)5( =f . 

 
10 (7 балів). Розв’язати нерівність 

 2844844 ≤−−−−−+− xxxx . 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−−−+−

≥

.22828

;8

xx

x
 

∅
≤

≤−−−+−

≥≥−≥−−

;24
;2)28(28

;12;48;028)

xx

xxxa

   

.98
;18

;2)28(28

;128;28;028)

≤≤
≤−

≤−−++−

<≤<−<−−

x
x

xx

xxxb

 

Відповідь: [ ]9;8∈x  
 
11 (4 бали). Знайти значення Ra∈ , при якому сума квадратів коренів 

рівняння 022 =−++ aaxx  найменша. 
Нехай ,  – корені рівняння. Враховуючи теорему Вієта 

, отримаємо:  

1x 2x

⎩
⎨
⎧

−=⋅
−=+

,2
,

21

21

axx
axx

( ) ( ) ( ) ( ) 3142222 222
21

2
21

2
2

2
1 +−=+−=−−−=−+=+ aaaaaxxxxxx . Найменше 
значення вираз набуває при .  1=a

Зауваження: додатковою перевіркою встановлюємо: при 1=a  
дискримінант 05 >=D , тобто корені рівняння – дійсні числа. Якщо виявиться, 
що при даному значенні  a 0<D , то розв’язання задачі рівносильне 
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відшуканню найменшого значення виразу за обмежень 0≥D , наприклад: якщо 
задача звучить так:  Знайти значення Ra∈ , при якому сума квадратів коренів 
рівняння 0)2(2 =−−+ aaxx  найменша. При розв’язанні приходимо до  

( ) ( ) ( ) ( ) 5142222 222
21

2
21

2
2

2
1 −+=−+=−+−=−+=+ aaaaaxxxxxx , а тоді: 

⎩
⎨
⎧

≥−+=

→−+

,0)2(4
max,5)1(

2

2

aaD
a

   
⎩
⎨
⎧

≥−+=

→−+

.012)2(
max,5)1(

2

2

aD
a

Звідки );322[]322,( ∞+−∪−−−∞∈a . Побудувавши параболу 

 в системі координат  і відмітивши допустимі значення , 

отримаємо, що при 

( ) 51 2 −+= ay Oay a

322 +−=a  сума 3482
2

2
1 −=+ xx  є найменшою. Причому 

ми розв’язуємо рівняння в множині дійсних чисел. 
 
10 (4 бали). При яких значеннях параметра  кожне з рівнянь a

axx =−− 542  та  має по два цілих кореня? ayy =++ 272

Умови існування коренів:    
⎩
⎨
⎧

=++

=−−

.27
;54

2

2

ayy
axx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+=−

.
4

492
2
7

;9)2(
2

2

ay

ax
 

  Звідки 
⎩
⎨
⎧

+=+

+=−

.414)72(
;9)2(

2

2

ay
ax

9−≥a . Очевидно, що при Zy∈∀ , число 72 +y  є 

непарним. Умова цілочисельності вимагає ,, 0Nkt ∈∃  таких щоб 

⎩
⎨
⎧

+=+

−⋅=+

.)12(414

)4(;9
2

2

ka

ta
   5)12()2( 22 =++− kt  або 5)122)(122( =+++− tktk  - 

прийшли до діофантового рівняння. Оскільки ,, 0Nkt ∈  другий співмножник 
додатний, тому і перший повинен бути додатним, крім того, перший множник 
не перевищує другого, тому лишається єдина можливість: 

⎩
⎨
⎧

=++
=+−

,5122
,1122

tk
tk

   
⎩
⎨
⎧
=
=

,
,44

kt
k

⎩
⎨
⎧
=
=

,1
,1

t
k

  8−=⇒ a . 

 
10 (7 балів). Для всіх дійсних значень параметра  розв’язати рівняння a

32232 22 +−−=+−+− aaxaxax . 

ОДЗ:   
⎩
⎨
⎧

−≥

≥

.3
;2

2ax
ax

,322)3(322)2( 222 +−−=+−++−−+− aaxaxaxaxax  

0322 2 =+−− axax , 
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⎢
⎣

⎡

≥−=+−

≥+−=−

.02;03
;03;02

2

2

axax
axax

       ⎢
⎣

⎡

≥−−−=

≥+−=

;023;3
;032;2

22

2

aaax
aaax [ ]

] [ ).;31;(
,3;1

∞∪−−∞∈
−∈

a
a

 

При  корені, обчислені за обома формулами, 1−=a 2,2 21 −=−= xx  
співпадають. При 3=a  корені 6,6 21 == xx  теж співпадають.  

Відповідь: якщо ] [ ) ;3;;31;( 2 −=∞∪−−∞∈ axa  якщо axa 2);3;1( =∈ . 
 
11 (7 балів). Яким має бути число , щоб існувало рівно чотири різні 

пари чисел 
a

);( yx , для яких справджуються обидві рівності 

315i1225 22 =++−=++ yxayyx . 

1 спосіб. Вказівка до розв’язання:  
Перепишемо  ⇔−=++ 1225 22 ayyx ( ) ( ) ayx =++ 22 15  - є рівняння 

точки чи еліпса (кола, стиснутого в 5 разів до вісі Оу) при , для якого 
центром симетрії є точка . При 

0≥a
)1;0( − 0<a  рівняння не задовольняє жодна 

дійсна точка. Тому . Для 0≥a 0,1 ≥−≥ ay  маємо рівняння кривої 

( )251 xay −+−= , для  маємо рівняння кривої 0,1 ≥−< ay ( )251 xay −−−= . 

Для другої кривої 315 =++ yx  центром симетрії є точка . При )1;0( −

1;0 −≥≥ yx  рівняння рівносильне до 315 =++ yx  чи xxy 5685 −+= . 
Тому достатньо знайти такі значення параметра, при яких є рівно одна спільна 
точка у обох функцій (в області 1;0 −≥> yx ).  

Обчисливши похідні двох функцій і прирівнявши їх та значення обох 

функцій в точці дотику, маємо значення для параметра 
8
110=a , точка дотику 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
5;

20
9 , інші точки – симетричні відносно прямої 0;1 =−= xy .  

Друге граничне значення параметра отримаємо у точці, де похідна не 
існує,  , чотири спільні точки показано на рисунку. 81=a
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 спосіб2 : Якщо проаналізувати 1 спосіб, то видно, що ми йшли по 

З умови 

стандартній схемі: спільна точка - спільна дотична - похідні в точці рівні і т.д. 
Насправді усі обчислення є досить громіздкими і тому виникло природне 
бажання знайти інше розв’язання.  

315i1225 22 =++−=++ yxayyx  при виконанні заміни 

YyXx =+= 1,5 , що відповідає паралельному перенесенню початку координат 
в точку (0;-1) і розтягу вздовж осі абсцис у 5 разів (від осі Oy ), маємо  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,3

,22

  симетричну систему рівнянь відносно невідомих 
YX

aYX
YX i . 

),(
Аналіз дозволяє зробити висновки, що як тільки пара (точка) з натами коорди

YX  задовольняє умови системи, то і точки з координатами 
),(),,(),,(),,(),,(),,(),,( XYXYXYXYYXYXYX −−−−−−−  - задовольняють 

теж Оскільки умова вимагає наявність лише чотирьох точок, то: 
а) або точки ),(i),(

−

. 

XYYX  співпадають, тобто YX = , або  

б) ),(),( YXYX −≡  або  ),(),( YXYX −≡ , тобто 0=X  або 0=Y . 

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,
8
81

,
4
9

,2

,32
2

a

X

aX

X
 Розв’язання системи у випадку а): 



⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

−±=±=
⇒

,
8
81

1
4
9,

20
9

a

yx
 і точки ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −±⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −±± 1

4
9,

20
9;1

4
9,

20
9

m ; у випадку б) 

92 =X  або 92 =Y , а тоді  -  отримуємо 4 точки , зображені на 
рисунку. 

81=a 41 AA −

Відповідь: 
8
110=a  або . 81=a

 
11 (7 балів). Знайти всі числа , для яких існує чотири такі різні пари 

чисел 

a

);( yx , що справджуються обидві рівності  і 42449 22 −=−+ axxy

227 −−= xy . 

Дивись другий спосіб розв’язання попередньої задачі: заміна 
YyXx ==− 7,2 , що відповідає паралельному перенесенню початку координат 

в точку (2; 0) і розтягу вздовж осі ординат, приводить до  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

,2

,222

YX

aYX
  

симетричної системи рівнянь відносно невідомих YX i .  

⎩
⎨
⎧

=

=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,1
,1

,22

,22
2 a

X

aX

X
   або 8

,2

,2;0
2

=⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

==
a

aY

YX
. 

Відповідь:  або . 1=a 8=a
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11 (2 бали).  Спростити вираз 
xy

xy
y
xy

x
yx 143 +− . 

Аналізуючи ОДЗ, помічаємо, що  yx;  приймають значень однакового 

знаку. Якщо .243143,0,0 xyxyxyxy
xy

xy
y
xy

x
yxyx =+−=+−>>  

Якщо .643143,0,0 xyxyxyxy
xy

xy
y
xy

x
yxyx =++−=+−<<  

 

11 (2 бали).  Обчислити  561472835212 −+−−+ . 

+⋅⋅−+−⋅⋅++=−+−−+ 7127175275561472835212  

( ) ( ) ( ) +−−+=−+−−+=⋅⋅−++ 717553717553259
222

 

( ) ( ) .453717553 =−+−++=−+  

 

10 (4 бали).  Довести, що 4 12522059105620521 =−−−+− . 

=−−−+− 2059105620521
( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−⋅+−⋅=−−−+−= 15515255495526554215 44  

( )2554 −⋅− = ( ) 444 125252525151525 =⋅=+−−+−⋅ . 
 

10 (4 бали).  Довести, що 4 32123136341237 =−+−−− . 

=−+−−− 123136341237
( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−⋅−−⋅=−+−−−= 1333233413332433473 44  

( )13234 −⋅+ = ( ) 444 322313213323 =⋅=−++−−⋅ . 
 

9 (4 бали).  Довести, що 4 2342382912211 =−−−+− . 

=−−−+− 42382912211
( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−⋅+−⋅=−−−+−= 12222322232249226112 44  

( )1224 −⋅− = ( ) 444 233212122232 =⋅=+−−+−⋅ . 
 
11 (4 бали). Побудувати графік функції 

 3 23 2 )3(13)3(13 +−+++++= xxxxxxy . 
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1 спосіб. ОДЗ: .0≥x  Перепишемо підкореневі вирази, врахувавши 
формулу куба суми та різниці: 

( ) ( ) =⋅±±+⋅=+±+=+±+ 23322 13113)3(13)3(13 xxxxxxxxx  

( ) ( ) ( )33223 113131 xxxx ±=±⋅+⋅±= . А тоді 

( ) ( ) 211)3(13)3(13 3 23 2 =−++=+−+++++= xxxxxxxxy  для усіх 

.0≥x   
Графіком функції є промінь з початком у точці , паралельний до вісі 

абсцис. 
)2;0(

2 спосіб: знаходимо похідну функції, 
показуємо, що вона дорівнює нулю, а тому 
функція є сталою, обчислюємо 2)0( =y , а 

тому .0,2 ≥∀= xy  
 

11 (2 бали). На координатній площині Оху 
зобразити всі точки, для яких виконується рівність  

4=−++ yxyx . 

Рівняння допускає заміну  на ( yx; ) ( )yx −; , 
отже, графік рівняння симетричний відносно вісі 
абсцис, допускає заміну ( )yx;  на , тому 

графік симетричний відносно вісі ординат, допускає заміну  на 
( yx;− )
)( yx; ( )yx −− ; , 

отже, графік симетричний відносно початку координат, тому достатньо 
побудувати у першій чверті і відобразити симетрично відносно усіх осей і 
початку координат. 

І чверть: якщо ;2,42: ==> xxyx  якщо 2,42: ==< yyyx . 
Графік рівняння – квадрат з вершинами ( )2;2 ±± , ( )2;2 m± . 

 
10 (4 бали). На координатній площині Оху зобразити всі точки, для яких 

справджується рівність . 022 =+−− yxyxy
Перепишемо наше рівняння 

  у рівносильному вигляді: 022 =+−− yxyxy

0))(1(0)()1( 22 =−+−⇔=−−− yxxyyyyyx  
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звідки 
⎢
⎢

⎣

⎡

≠−
−
−

=

=
⇔⎢

⎡  
⎣ =−+

=−
.1,1

1
1

,1

,0
,01

x
x

y

y

yxxy
y

Маємо об’єднання двох графіків: пряму, паралельну вісі абсцис, і 
гіперболу з центром симетрії в точці (1; -1). 

 
11 (4 бали). При яких значеннях параметра а графік 

 матиме вісь симетрії? xxaxxy 23 234 +++=

Графіком функції є парабола, вітки якої напрямлені угору, тому вісь 
симетрії може бути тільки паралельна вісі ординат. Нехай lx =  - рівняння вісі 
симетрії. Тоді з того, що графіку належить точка з координатами ),( yxl +  

випливає, що йому належить точка ),( yxl −  з тією ж ординатою. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
−+−+−+−=−

+++++++=+

);()(
);(2)(3)()()(
);(2)(3)()()(

234

234

xlyxly
xlxlxlaxlxly
xlxlxlaxlxly

 

Віднімемо почленно від першої рівності другу, матимемо: 

04126288 2333 =+++++ xxlaxlaxxllx  або 

.0))2634()4((2 233 =+++⋅++⋅⋅ lallxalx  Дана рівність має виконуватись 

для усіх значень невідомої x , а це можливо лише при: 

⎩
⎨
⎧

=−⋅−−

−=
⇔

⎩
⎨
⎧

=++−⋅+

−=
⇔

⎩
⎨
⎧

=+++

=+

;0)134(2
;4

;026)4(34
;4

;02634
;04

32323 ll
la

llll
la

lall
al

 

Останнє рівняння має раціональні корені: 

042
1

0242
1

01441
1304

−

−

−−

,  маємо  ⎢
⎣

⎡
==

−=
⇒

⎢
⎢

⎣

⎡

−==

=

.2
;4

;
2
1

;1

32

1

32

1

aa
a

ll

l
  

Отже, при значеннях параметра 2;4 =−= aa  графік функції 

 матиме вісь симетрії. xxaxxy 23 234 +++=
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10 (4 бали). Знайти координати центра симетрії графіка 

. xxxy +−= 23 6
Графіком функції є парабола, нехай  - координати її центра 

симетрії. Тоді з того, що графіку належить 
точка з координатами 

),( ba

),( ybxa ++ , випливає, 
що йому належить точка ),( ybxa −− . 
Отримаємо: 

⎩
⎨
⎧

−+−−−=−

+++−+=+

).()(6)(
);()(6)(

23

23

xaxaxayb
xaxaxayb

 

Додамо почленно до першої рівності другу, 
матимемо: 

2:21212622 2223 axaaxab +−−+=      або 

⇒∈∀=−+−+−⋅ Rxbaaaax ,0)6()63( 232  

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

=−+−

=−
⇒

.14
,2

,06
;063

23 b
a

baaa
a

 

Відповідь: )14,2( −  - координати центра симетрії графіка . xxxy +−= 23 6
 
11 (2 бали). Знайти координати центра симетрії графіка 

. xxxy −+= 23 3
Відповідь:  - координати центра симетрії графіка . )3;1(− xxxy −+= 23 3

 

 
 

11 (7 балів).  Знайти найменшу 
відстань між точками M  та N , які 
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лежать відповідно на кривих 12 += xy  і 1−= xy . 

У 1 чверті графіки кривих 12 += xy  і 1−= xy  симетричні відносно 
прямої  xy = , тоді пряма MN  перпендикулярна до xy = , тобто якщо у точках 
M  і N  провести дотичні до графіків функцій, вони будуть паралельні прямій 

1, === αtgkxy :   ; 12 += xy
4
51

2
1;

2
112

2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⇒==′ yxxy ; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
5;

2
1M  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒

2
1;

2
1K  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒

2
1;

4
5N ; (точки M  і N  симетричні відносно прямої xy = ), тоді 

2
4
3

4
3

4
3 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=MN . 

 
11 (4 бали). Розв’язати нерівність 333 12234 −≤+++ xxx . 
Розглянемо неперервну функцію ( ) 333 12234 −−+++= xxxxf , 

знайдемо x , при якому , тоді  ( ) 0=xf 333 12234 −=+++ xxx . (*) 

Піднесемо до кубу співвідношення (*) ( ) ( )33333 12234 −=+++ xxx , 
спростимо вираз ( ) 12234234355 3333 −=+++⋅+⋅+⋅++ xxxxxx , замінимо 
суму, врахувавши (*), отримаємо: ( )( )( ) ( )231223433 +−=−++ xxxx , 

, винесемо спільний множник за дужки, 
матимемо 
( )( )( ) ( ) 0212234 3 =++−++ xxxx

( )( ) 0)44()328(2 22 =+++−++ xxxxx  або ( )( ) 01692 2 =+++ xxx , 

звідки , , ( )( ) 0132 2 =++ xx 21 −=x
3
1

2 −=x . Перевіркою переконаємося, що  

не задовольняє (*), отже  – сторонній корінь. Таким чином, для функції 
маємо єдиний корінь: 

2x

2x
2−=x . Розв’яжемо нерівність методом інтервалів, є два 

проміжки: ( )2;−∞−∈x  та ( )+∞−∈ ;2x . Визначимо знак функції ( )xf  на 

кожному проміжку, обчислимо ( ) 01973 33 <−−=−f , тому 

; ( ) )2,(,0 −−∞∈∀< xxf ( ) 01230 33 >++=f , тому ( ) );2(,0 ∞−∈∀> xxf .  
Якби для якогось ( )+∞−∈ ;2y    0)( <yf , то тоді б за теоремою про 

проміжне значення неперервної функції існував би нуль функції ( )xf  на 
проміжку , а це не так, отже ( ) ( )( yy ,0max;,0min ) ( ) 0>xf  при 2−>x . 
(Аналогічно і 0)( <yf  при 2−<x ).  

Тому розв’язок шуканої нерівності: ( ]2;−∞−∈x . 
 

10 (4 бали). Розв’язати рівняння 
1 1

214 6 14 6x x
3

+ =
+ −

. 
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Як легко видно, 
1 1 3 314 6 14 6 14 6 14 6

2 214 6 14 6
x x x

x x
+ = ⇔ + + − = + ⋅

+ −
x− . 

Піднесемо обидві частини до квадрату і зробимо заміну 

0614614 >=−⋅+ txx , 2

4
96142614 txtx =−+++ ,  0282

4
9 2 =−− tt , 

011289 2 =−− tt ; , 41 =t
9
28

2 −=t . Так як 02 <t , лишається лише 

4614614 =−⋅+ xx , або 1636196 2 =− x ,  52 =x ,   52,1 ±=x . Оскільки 

5614 >  ( , а 19614 2 = ( ) 18056
2
= ), то врахувавши, що в даному випадку ми не 

могли отримати сторонніх коренів, приходимо до висновку, що корені: 51 =x , 

52 −=x . 
 

10 (4 бали). Чи завжди із того, що числа  і ba, ba +  є раціональними, 

випливає, що обидва числа a  і b  є раціональними? 

Нехай 0≠=+ kba  (при 0=k  0== ba ), тоді bka −= , піднісши 

обидві частини до квадрату маємо: bbkka +−= 22 , 
k

abkb
2

2 −+
=  - 

раціональне число. Аналогічно Qa ∈ . Відповідь: так.  

 
10 (2 бали). Нехай x , , y z  – натуральні числа. Чи може число 

 бути простим натуральним числом? xyzzyx ⋅−++ 3333

Так. Міркуємо наступним чином: нехай, наприклад, yx = , тоді число 

 може бути простим, коли числа zxzxxyzzyx 233333 323 −+=⋅−++ x  і z  – 

різної парності. Наприклад, при 2== yx  і 1=z :  

52231883333 =⋅⋅−++=⋅−++ xyzzyx  – просте; при 2== yx  і 3=z : 

7322327883333 =⋅⋅⋅−++=⋅−++ xyzzyx ; при 4== yx  і 3=z : 

, або при 113333 =⋅−++ xyzzyx 4== yx  і 5=z :  33 1333 =⋅−++ xyzzx  і ін. y

 
9 (4 бали). Нехай x ,  – натуральні числа. Чи може число 

 бути простим натуральним числом? 

y

6452 22 +++−+ yxyxyx
Розглянемо наш вираз як квадратний тричлен відносно невідомої x  та 

розкладемо його на множники:  
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)642()5(6452 2222 ++−+++=+++−+ yyyxxyxyxyx ; 

 
 

52

,0)13(169)642(4)5( 2222 . NyyyyyyyD ∈∀>−=+−=++−⋅−+=

.3,22;
2

)13()5(
212,1 −=−−=

−+−
= yxyxyyx m  А тоді отримаємо: 

)22()3(6452 22 ++⋅+−=+++−+ yxyxyxyxy . Цей добуток може бути 
простим, якщо менший з множників дорівнює , а більший є простим 
числом. При 1≥y  перший множник менший за другий, а тому число може бути 
простим, тільки як

x
 одиниці

що 3213 ≥⇒−=⇔=+− yyxyx , оцінимо, яким є други  
множник: 3322)2 Myyyx

й
y(22 =+++  і є непростим для усіх 3≥y . 

Очеви
−=+

не дорівнює одиниці, другий  
ього – більший, а тому число є складеним. 

може

дно, якщо 21 ∨=y  - перший множний  за
н

Відповідь: число не  бути простим. 
 

10 (4 бали). Нехай x , y  – натуральні числа. Чи може число 

простим натуральним числом?
Розкладемо наш вираз на множники:  

; 
222 . 

3722 22 −++−+ yxyxyx  бути  

)372()2(3722 2222 −+−+++=−++−+ yyyxxyxyxyx

NyyyyyyyD ∈∀>−=+−=−+−⋅−+= ,0)43(16249)372(4)2( 2

.3,12; 21 −=+−=
2

)43()2(
2,1

−+−
=

yyx m і отримаємо: 

−+⋅+−=− yxyxx .  
ри перший множник менший за другий: 

осте
1

≥⇒−=⇔=+−
⎧ −

yyxyx
yx

, а другий множник: 

yxyx  А тод

722 22 ++−+ yxyxy
П

)12()3(3
 1>y  

пр12
3

⇒
⎩
⎨ −−+

=+
yx

3213

3)33(12)2(1 M−=−+−=− yyy  і є непро2+ yx стим для усіх . 
ри другий множник менший за перший і маємо число 

 3≥y
П 1

)1()2( +⋅+

=y  
xx , яке є складеним для Nx∈∀ . 

Відповідь е бути простим. 
 
11 (4 бали). Знайти натуральні числа m  та n , що мають максимальну 

суму, якщо (

: число не мож

) mnnm =+23 . 
1 спосіб: , звідки , тобто або ділиться на 23. 

Оскіл
( ) mnnm =+23 m n23Mmn   

ьки рівняння не змінюється від того, щоб m і n  поміняти місцями, то для  



, Ν∈k . ( ) knk 23323 =+ , д и 
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певності вважатимемо, що , 23Mm km 23= n2 зві к

, knnk =+23
1

232323
+=

k , тому 11
1 −−

=
kk

n =−k  або 23.  А тоді 2=k  46, =n , 

46=  або 24=n , 5522423 =⋅=m . Другий варі  m ант відповідає найбільшій сумі
576=+ nm . 

( ) mnnm =+2 спосіб: розв’яжемо діофантове рівняння 23 , розкладаючи на 
множники (02323 223)23()23 =−⋅−⇔=−− nmnmmn . Оскільки усі дільники

2

:    

є ±±± , враховуючи симетричність рівняння відносно та і 

умову

223   )23();23();1(  m   n  

 Nnm ∈, мо два принципово різних випадк : 

⎧ =−= ,2323,23 2m

, отримає и

−
2
23

n
m

⎩
⎨

=− .123,233 n
i  Другий випадок 

⎩
⎨

⎩
⎨
⎧

=−
⎧

=
⋅=

24
2423

n
мальну 

суму 576=+ nm . 
 

mnmn 532  

m
 дає макси

11 (4 бали). В множині натуральних чисел розв’язати рівняння 
22 += .

2
5

m
2

3
2 ≥
−

=
n

n , адже при 
2

1 спосіб. 1=m , 52 −=n , що неможливо. Отже, 

3 22 −≥ nm , Перебравши отримаємо: 10 , 102 ≤n .3,2,1=n  2=n , . 4=m4
2 спосіб. Розв’яжемо діофантове рівняння mnmn 532 22 +=  способом 

розкладання на множники: 15)32()521064 222 (,0 =−⋅−=+− mnmnmn , 
враховуючи обме  на ження Nnm ∈,  дільники числа , матимемо: 

;
,15

Nn
=

 
2

та   15
2 2

m
n

⎩
⎨
⎧

−
− ,352 ⎧ =⎧ =− nn n⎧ =−

ємні 

множники числа 15 не задовольняють умови задачі: 

: , . 

11 (4 бали). Довести, що для довільного цілого числа існує таке ціле 
число , що ділиться без остачі на три, а число

,153
∉

=
;

4,532 ⎩
⎨ =⎩

⎨
=− mm

  .
,132m

∉
⎩
⎨

=−
 Від’

2
,2 ,1552 2

Nn

.,
,1532

,152 2

Nmn
m
n

∉
⎩
⎨
⎧

−=−
−=−

 

2=n 4=mВідповідь
 

n  
 m  m   mn +  ділиться без остачі 

на 5. 
Якщо ( )5mod0≡n , то 15=m . Якщо ( )5mod1≡n , т  9=m . Якщо 
( )5mod2≡ , то 3

о
=mn . Якщо ( )5mod3≡n , то 12=m . Якщо n , то 

іркувати можна так: всі цілі числа, що діляться на 3, мають вигляд: 

( )5mod4≡
21=m . 
М
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⎪
⎫

∈
≡+=
≡+=

∈≡+=
∈

k
km

Zkkm
Zkm

(mod4915
(mod1615

),5(mod3315

4

3  по модулю 5; 

Нехай  
tt

Zttn

∈+=
∈+
∈+=

,55
,5

,,53

5

3  тоді  5)(;
5)(;

(;

11

55

22

4

M

M

M

mnm

mnm
mnm

nm

+∃

+∃
+∃

≡= k ),5(mod0151

⎪⎭≡+= Zkkm ),5(mod212155

Zttn ∈+= ,511 5)4 Mm

⎪
⎪
⎬

∈
∈

Zk
k

),5
),5 истема лишків⎪⎪Z

2

 є повна с
m

+
Zttn ∈+= ,522

Zn = 44 5)(; 33 Mmnm +∃
Zttn 5)(;

∃

. 

 
 небудь два натуральні значення , при яких дріб 11 (2 бали). Знайти які-  n

123
75

+
+

n
n  можна скоротити. 

 ні при яких натуральних значеннях дріб 

Наприклад при 1=n  і 4, (і 7, 10,…), дріб можна скоротити на 3. 
 
11 (4 бали). Довести, що n  

125 +n
 не можна скоротити. 

тм Евкліда, маємо: 

73 +n

Використовуючи алгори
( ) ( ) =++= 52;733;2 nn++ 715 nn ( ) ( ) 11;22;52 =+=++ nnn . ані числа завжди 

прості.

ес и: якщо 73

Д
взаємно  

 
9 (4 бали). Дов т 08 =++ c для деяких цілих чисел і 

число без остачі ділиться на 5, то число
ba  cba ,,  

 cb+4   cba −− 424  без остачі ділиться 
на 25.

1 спосіб
 

: 1) так як 0873 =++ cba , то   8258730 ⋅++= Mcba  
25645624 M . 

, то
0 cba ++=
2) Оскільки  25554 Mcb + 20)4(5 Mcbcb +=+ , а тоді потроєний

резул
  

−
ьтат ( ) 251560 Mcb + . 

{+−=+−=+−++
52525

424(49)60(645624
MM

44 3342144 344 21 bccbcba

) . 

⇒
252

50)42415
MM

44 214
ccaba  

( 25424 Mcba −−⇒
2 спосіб. скільки 0873О =++ cba , то cba 873 −−= ,  

( ) cbcbcba − 424 −−−−=− 4878 ( ) 25504156560 Mccbcb −+−=−−= , адже 
. 

 
54 Mcb +
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н11 (7 балів). Знайти усі такі атуральні числа n  і т , щоб 6+т  без 
остачі ділилось на , а без остачі ділилося на

: 
1) 

 n  4+n   т . 
Розглянемо два випадки

n . Якщо 1=n , то mM5 , 1=m   Якщо 2=n
 яких підходять лише 2 і 6. Аналогічно міркуючи, 

m ≥ або 5. , то , 
, з маємо пару 

mM6
6,3,2,1=m

( ) ( )2;4:,mn . При :5≥n  2444+ 1 <+=
+

≤
nn

n
, 

nm
звідки mn =+ 4 , 

nn
1==  n

n
m 10106

+
++ , тобто 10,5,2,1=n , звідки перевіркою отримаємо: 

)14;,9;5 . 
 

 ( )1,1 , , 

( ) (10
2) mn ≥ . Як і в попередньому випадку перебираємо і 

отримаємо пари ( ,mn
6...,,2,1=m  

): ( )1,7 ( )2,2 , ( )2,4 , ( )2,8 , ( )5,1 , , . Якщо ( )5,11 ( )6,2

mm
m

m
n 101104

+=
+

=
+6> , то m 21 <+=≤

mmn
, m6 ++ mm 66 n=+ 6 , , 

. 10,5,2 . Маємо ще пару 
Отже, маємо наступні пари 

,1=m ( )10;16
( ):,mn  ( )1,1 , ( )1,7 , ( )2,2 , ( )2,4 , ( )2,8 , ( )5,1 , 

( )5,11 , ( )6,2 , ( )10;6 , 1 ( ) ( )14;10 . ,9;5

0 (4 бали). Нехай  - сторони трикутника і справджується 

рівніс

 
1 cba ,,

ть bccba 2635 =++ . Довести, що ba <  і ca < . 
Враховуючи нерівність Коші для двох чисел отримаємо: 

( )ba + 25 сbbcc +≤=+ 2363 , звідки ba ≤ .  боку, З іншого
( )сbcbcba 232635 +≤⋅=++ , cbaa 323 ≤+≤ , тобто ca ≤ . Рівність ba =  

можлива лише коли cb =2 , тобто bba c==+ 2 що суперечить нерівності,  
трикутника. Аналогічно нерівність,  ca <  строга. 

 
9 (2 бали). Н - катети, - гіпотенуза прямокутного 

трику
ехай a,  b c  

333 cba <+ .тника. Довести, що  
 теореми Піфагора , помноживши на , отримаємо 

ca +

222 cba =+ cЗ
32 ccb = . Враховуючи, що caaca 232 <⇒<  і аналогічно, bb 23 c< , 

отримаємо: 233 caba +<+ 32 ccb = . 
10 (2 бали). Знайти найменше додатне просте число p , для якого 

1  т ст  ч132 ++= ppN – еж про е исло.  
21,2 == Np  – не просте число; 291199,3 =++== Np  – просте; 

Відповідь: .29,3 == Np  
 
11 (4 бали). Знайти усі додат  прості числа p , для яких 1132 ++= ppN  ні
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– теж осте число.  пр
 –  просте числоне ; 291199,3 =++== Np21,2 == Np  – просте; 

,3
33
321

MM

+> pp  – не може бути простим, оскільки ділиться на 3. )123()1( 2

321
+−= pN

Зауваження: добуток 3)1()1( M+⋅⋅− ppp  як добуток трьох послідовних
 чисел, крім того, 

 
цілих p  - просте, pp ;3>  не може тися на тр ,  діли и тому на 
три ділиться або )1( −p  або )1( +p , а тому .3p  

Відповідь: .29,3 ==
 ,3)1( 2 >−p M

Np  
 
10 (2 бали). Знайти ть пар цілих додатних чисел );( y кількіс x , для яких 

200732 =+ yx . 

Так  2007 один розв’язок м ємо одразу: ⎨
⎧x

  тоді усі як M , то а  
=
=

y
а

цілочисельні розв’яз

3 ,
669
0

⎩

ки  ⎨
⎧

−=
Ζ∈

⎩

+=
t

t
,

2
. Враховуючи умову , 

отримуємо значення ля

y
tx

669
30

⎩
⎨
⎧

>
>

0
0

y
x

t : ⎨669
Ζ∈

⎩

⎧
>−

>
t

t
t

,
02

03
,  звідки Ztt ∈ д  ≤≤ ,334 . 

Відповідь: 334 пари. 
 
11 (4 бали). Знайти всі невід’ємні , при яких розв’язки рівняння  

+− n

1

n
 є натуральними ч102 xx 0= ислами. 

Застосуємо до діофантового рівняння метод локалізації і перебору: 

⎩
⎨
⎧

∈
≤

Nn
n 25

;  0102 =+− nxx ,  025
4

≥−= nD ,  
1
255 −±

= , 2,1

nx  525 <− n , а тоді 

}4;3;2;1;  і  21;16;9{n0{25 ∈− n ∈ .  
  

}25;24;
. ;9=n 9,1,45 21 ==±= xxx

 ,35 1;16=n 8,2 2 ==±= x . xx

;21=n  7,3,25 21 ==±= xxx . 

2 ,15 1;24=n 6,4 ==±= x . xx

;25=n  521 == xx . 

Відповідь: { }25,24,21,16,9∈n . 
 
10 (7 ба пари натура , для яких лів). Знайти усі льних чисел );( nm

12
131

=+
nm

. 
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Зведемо ьн о знаменника:  до спіл ог ;
12
13

=
+
mn

mn  123612 Mmnmnmn ⇒=+ . 

Розв’яжемо діофантове рівняння способом . 
−mn

розкладання на множники
0362 =− mn , додамо до лівої і правої частини 3612 ⋅ , отримаємо 

34

1
323612)36)(12( ⋅=⋅=−− nm , звідки   одночасно 

, їхній добуток не може бути рівним 
36,12 >> nm  (якщо

36,12 << nm 3612 ⋅ ).  Розглянувши усі 
варіанти, отримаємо 20 можливостей (кількість  дільників числа 

в ається за формулою +⋅⋅+ γβατ γβα
K  

дорівнює

натуральних
34 32 ⋅  изнач ()1()( 21 ⋅+=⋅⋅⋅ K kppp і )1()1

  20)13()14()32( 34 =+⋅+=⋅τ ): 

432361236n 4683613n
а

⎩
⎨
⎧

=⋅=−
=− 112m

 ⎨
⎧

=⋅=
=13m

 (Перевірк : 
⎩ 12

1
1213
112

3613
3

13
1

⎧ =− 212m ⎧ =14m =− 312m ⎧ =m

=
⋅
+

=
⋅

+ ); 

=⋅ 21632 33
 

= 252n
;     

14432 24n
 

=180
15

n
; 

−

=−

3
212 2

n
m 16m =− 612m =18m

; 

− 3n

⎩
⎨

=− 36n 36⎩
⎨

⎩
⎨
⎧

=⋅=− ⎩
⎨

⎩
⎨
⎧

=⋅= 108326 32
 

⎩
⎨ 144n

;  
⎩
⎨

=⋅=− 723236 23n
 

⎩
⎨ =108n

⎧ =− 812m ⎧ = 20m ⎧

⎧
=
= ⎧ ⎧

⎩
⎨ = 546

  
⎩
⎨ = 90n

;  
⎩
⎨ =−

=−
48n

  
= 84n

; 

⎩
⎨ =− 3636n

  
⎩
⎨ = 72n

;  

36
9 = 21m

=− 1212m = 24m

12m

⎩
⎨
⎧

⎧ ⎧

⎩
⎨
⎧

=−
=−

2736
6

n
m

  
= 63n

; 

m
  ;  

112 ⎧ = 28m

⎩
⎨

⎩
⎨n
⎧

=−
=−

2436
1812

⎩
⎨
⎧

=
=

60
30

n
m

⎩
⎨
⎧

=−
=−

1836
24 ⎧ = 36m12

n
m

  
= 54n

; 

−
1636

1
n
m

52
39

n =−

⎩
⎨

⎩
⎨
⎧

=−
= 272

  
⎩
⎨
⎧ =m

;  ⎨
⎧ =

= ⎩

−
1236

6
n

  
= 48n

m

−
=−

3
4812

n
m 60m

312m
⎨
⎧ = 48

; 

⎧
⎩

⎩
⎨
⎧

= 96
  

⎩
⎨ = 45n

;  
⎩
⎨ =−

= ⎧ =−
836n

 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

636
7212

n
m ⎧ = 84m

; 
⎩
⎨
⎧

−

5412m
 ; 

  
= 42n

 

⎩
⎨
⎧

=
=

44
66

n
m

⎩
⎨ =

=−
436

8
  

= 40n
m

 
=

39
156

n
m

;  

1012
n
m ⎧ =120

; 

 
⎩
⎨ = ⎩

⎨ −

⎩
⎨

⎩
⎨
⎧

=−
=−

336
14412

n
m ⎧ ⎧

=
=−

236n
  ; 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

136
43212

n
m

  ⎨
⎧ = 444

n
m

 

21612m

= 37
. 

няють систему 

⎩
⎨
⎧

=
=

38
228

n
m

⎩

9 (7 балів). Знайти пари натуральних чисел, що задоволь
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+
.1243

;12
nm

m
 

⎩
⎨
⎧

>+
+< 64 2 nn

⎩
⎨
⎧

>+

−⋅+<+

;1243
)3(;1264 2

nm
nnm

  додамо почленно: 

  або  
⎩
⎨
⎧

>+
−−>−−

;1243
;3618123 2

nm
nnm

 

2418412 2 −−>+− nnn 012116 2 <−− nn , для відповідного квадратного 

рівняння
12

,...2011
12

40911±
=n маємо  4091224121 =⋅+=D ,  2,1

±
≈ , розв’язком 

нерівн Nn∈ості 012116 2 <−− nn  є проміжок ),( 21 nn ; врахуємо , що  , маємо  

{ }2,1∈n . 

⎩
⎨
⎧

>
<

=
⎩
⎨
⎧

>
<

=
;43

;8
,2

;83
;14

,1
m

n
m

m
n  звідки 

m { } { }7,...,2,2; ∈=13,...,4,3,1 ∈= mnn . 

 

m

  бали).  Нехай - натуральне число і остання цифра числа n nn 62 +  9 (4
дорівн иює 6. Знайти передостанню ц фру числа nn 62 + . 

Число може давати остачі n  5,4,3,2,1,0 ±±±±  при діленні на 10, тоді 

( ) ( ) ( )10mod191893636 22 ≡−≡−≡−⋅+−≡+ nn  при ( )10mod3−≡n
висновку, що 

. Аналогічно, 
перебираючи всі варіанти приходимо до . 
= .  

( )10mod2≡n

0,210 Nkkn ∈+

( ) 1610012604401006 222 ++=++++=+ kkkkknn , тобто передостання цифра 
1. 

 

і пари  , для яких 9 (7 балів). Знайти ус цілих чисел ( )yx,

yxxy 6141−=− . 

Піднісши обидві частини до квадрата маємо: yxyxxy 61412 −=+− , 

( ) yxxxy 62141 −=−+ . Якщо 3=x , то 0138 =−y , 3 46=y . Якщо 3≠x , то 

Q
x
xxyy ∈
−
−+

=
62
141 , тому +Ζ∈= ky . ( ) kkx 61411 −=− . Перевіркою 

перек о 1,0≠k , 0≠x , тому ( ) 116141 −≥−=− kkxk , онуємося, щ

, 01404 , звідси 10,9..., . ( )126141 2 +−≥− kkk 2 ≤−+ kk ,2,1=k 21−
=

k
x . Якщо 

k  - непарне, то ( )1−k  –

6141− k

 парне число і тому Ν∉x , таким чином, 10,8,6,4,2=k . 

ревПе іркою, крім розв’язку ( )46;3 , знаходимо ще: ( )4;129 , ( )16;17 , ( )100;1 . 
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Довести, що число 321  є квадратом цілого числа.  { 4092...22201...11        9 (7 балів). 

1−nn

Маємо:  { { =⋅+⋅+⋅= ++ 102...22102101...114092...22201...11 34
321321

nn

n

+
−−

4093

11 nnn

(=+⋅
−

⋅+⋅+⋅
−

++ 409101102102101 3
1

34
n

nn−
=

99
10n

+⋅ 3108 n  +−⋅ +++ 442 11010
9
1 nn

) ( )=+−⋅+ +2n 36812000102
22

24

3
10

9
1

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +n

Заз , що число 

2 411681108210 ⎟⎜ +
=+⋅+ ++ nn .  

начимо ( ) 34110 2 M++n  адже сум  його цифр .
 

, а  

Яким є бути чис о

36M

x , щоб проміжок ( )2;2 22 −+−− xxxx  9 (7 балів). ма  л  

містив єдине ціле число. 
Маємо проміжок ( )( )2;2 22 −+−+− xxxx , який містить число 0. Щоб 

інших ціл стив необхідно і доих чисел він статньо, щоб не мі 120 2 ≤−+< xx . 
Звідки розв’язуючи відповідні нерівності отримаємо:  

⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎛

∪⎟⎟
⎞

⎢
⎡

−
−−

∈
113;12;11x . 

⎝

−

⎠⎣ 22
3

 
и). Знайти 10 (4 бал всі цілі x  та y , для яких справджуються обидва 

співвідношення: 
≥+−

.04737
0831110

2

2

yx
yx

≤+ ,0472y

,
. 

⎩
⎨
⎧

≤+−

⇔
⎩ − 37x
⎨
⎧ ≥+− ,0831110 2yx

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎧ −

≥
8311 2yx

⎨
−

≤
7

3

,
10

2yx
⇔

−
≤

−
⇒ ,

7
473

10
8311 22 yy  

,47
 

22 322 111474703058177 <⇔≤⇔−≤−⇔ yyy  
що ,

y
 }1;0{ ±∈y . Маємо ( ),Zx∈Враховуючи, Zy∈  маємо : 

,0y

⇔
⎢
⎢
⎢
⎢

⎧ ±=

⎪
⎩

⎪
⎨

≤+
≥+

,1

,0477
,08310

y

x
x
=

⎢
⎡⎧

⇔
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎪
⎧ ±=

⎪⎩

⎪
⎨

−≤≤−

,1

,
7
563,8

y

x
⎢
⎢
⎡

⎩
⎨
⎧

−−∈
=

},7;8{
,0

x
y

 

⎢
⎢
⎢

⎣
⎪
⎩

⎪
⎨

≤+
≥+

,0447
,07210

x
x

⎢
⎢
⎣⎪⎩
⎨
− 2,7 .7

Відповідь: ( ) ( ) ( )

⎡

−≤≤

⎧ =

,
7
26

,0

x

y

⎣⎩
⎨
⎧

−=
±= ,1

x
y

⎢
⎢
⎢

( ).1;7,1;7,0;7,0;8 −−−−−  
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1 z1 (4 бали). Знайти усі трійки цілих  ,( y ),x , для я

 співвідношення: 
=−+

ких справджуються 

обидва ⎧ =++ ,22 xzyx
.33 yzyx
. 

⎩
⎨

 Дослідимо, чи можуть невідомі ),,( zyx набуват х

⎩
⎨ =z

и 

и значень, рівни  нулю: 

).0;1;0
;1

33
22

0 ⎧ =
⇔

⎩
⎨
⎧

=−
=

=
y

yzy
y

x  Пр(
;0

0=y  
⎩
⎨
⎧ =

=
+

;3x
 розв’язки не 

є цілими. При отримуємо розв’язок, який вже мали

і н

,2xzx

 0=z  : ).0;1;0(  

Нехай невідомі відмінн  від нуля. Виключимо евідомі ),( yx  по черзі з 
рівнянь, матимемо:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−
−−

=

−−
=

.
12

13

,
12

2

2

2

zz
zy

zz
zx

 Першу умову можна переписати як 02)12( 2 =−−− zzzx  

або x zxzxz 222 −−= ; права частина  на рівності ділиться z , а тому zxM , тобто 

частка Z
z
x
∈ .  З першої умови системи маємо: Z

zzz
x

∈
−−

=
12

2
2 , або 

( )122 2 −− zzM , це можливо, якщо вираз 2 12 −− zz  набуває значень 2;1 ±± . 

Перебираючи ус м

⎣ =−−

−=−−

=−−

−=−−

,212
,212

,112
,112

2

2

2

2

zz
z
z
zz

  матимемо (ці

розв’я ; ;2;1(−

і ожливі варіанти:  ⎢
⎢
z
z

і) 
⎢
⎡

лочисельн

⎢
⎢

зки: 74(− )1; );1;1;1();2;   −−  ).3;5;3( −  
Відповідь: ;1;0( )0 ; );2;7;4(−  );1;2;1(−  );1;1;1( −−  ).3;5;3( −  
 

числами.  
−=+ ,5axx

9 (7 балів). Знайти всі значення параметра a  для яких обидва корені 
рівняння 03)5(2 =+−− axax  є цілими 

,

Запишемо теорему Вієта: 
⎩
⎨ =⋅ .321

21

axx
 З першої рівності з того, що 

⎧

Za∈ . Виразимо 1x  через 2x : 
⎩
⎨ ⋅−− )5(

1

xxa
Z  випливає, що і xx ∈21 ,

⎧
=

−−=
,3

,5

22

2

a
xax

 

−

−−=

.3(

,5

222

1

x

xax
 : 

⎩
⎨
⎧

+=⋅ 5) 2

2

xxa
Маємо 60:32 ≠⋅≠ ax , а тому: 



)3(24
3

2485 2
2

++=
+ xx

3 2
2

2
2

2 −⇒∈
−−

= xZ
x

xa M . 
x

Ділимо 2
2

2 5 xx +  на 32 −x  «кутом» або за схемою Горнера:  
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24813

. 
051

Всього натуральних дільників числа 13 3224 ⋅=   є  8)11()13()24( =+⋅+=τ , 

цілих вдвічі більше –  }24,12,8,6,4,3,2,1{ ±±±±±±±± .  
Якщо ;14,2,13 22 −==−=− axx  якщо ,4,1 232 ===− ax ;36x  

2 3 ;3,1,2 2 −==−= ax   ;25,5,23 22−x ===− axx  ,332 ;0,02 ==−=− ax  

2

x
;226,3 2 ,3 === x  ;1,143 22− ax , =−=−=− axx  ;21,7, 22 43 ===− a

овто ).  
Відпо

и). Чи кожне натуральне число, кр т
 квадратів двох натуральних чисел? Скількома способами 
кому  число 48? 

адн  помітити, що

xx  (а 
далі усі значення a  п рюються: двічі – для коренів 1x  та

відь: }.36,25,22,3,14{ −−∈a  
 

10 (4 бал а не чотирьом, можна 
подати як різницю
можна подати в та вигляді

 2x
21,1,0,

 
Нескл о  44)1()1( 22 Mkkk =−−+ , але (за умовою) 

1( −+ )1(); kk  ають бути натуральними. Очевидно, що м 1,)1( =∉− kNk .  А 

тому – єдине  число, кратне чотирьом, не можна подати як різницю 
квадр т атуральних чисел – це число 4. 

натуральне
а ів двох н

48)()(48 22 =+⋅−⇔−= mnmnm діофантове рівн . 

Оскільки 13248 ⋅= , число натуральних дільників числа  
101()14()48(

n . Маємо яння
4

)1 =+⋅+=τ , о є ожливостей для 8: 

,24248,48148 ⋅=⋅=

т  10 м 4

⋅=  і т.д.  16348

Зауважимо, що з умови 48)()( =+⋅− nmnm  і того, що Nnm ∈,  випливає, 

що Nn ∈+ ) , а тоді і m( Nnm ∈− )( . Крім того,   nmnm +<−    та  і  nm −  nm +  

- числа однієї парності. А тому відпадають вар анті и типу 163,481 ⋅⋅ . Маємо: 

⎣

⎡

⎩

⎩
⎨

⎢
⎢
⎢

⎣⎩

⎩
⎨ =+ ,4,12nm

n
 

⎢
⎢⎨
⎧

=
=

⎢
⎢⎨
⎧

=+
=−

.1
,7

,8
,6

n
m

nm
nm ⎢

⎢
⎢
⎢⎧

=
=

⇔
⎢⎧ =− ,8,4

n
mm

⎢
⎢
⎩
⎨ =⎢

⎢
⎩
⎨ =+ ,11,24 nnm

⎧ =⎡⎧ =− ,13,2 mnm
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 ви ізниці квадратів дВідповідь: 48 можна зобразити у гляді р вох 
натуральних чисел трьома способами ,111348 22 −=  48  .1748 22 −=  ,48 22 −=

 
10 (4 бали). Чи кожне непарне число мо подати як різницю жна  

квадратів двох натуральних чисел? Скількома способами можна подати в 
такому вигляді число 45? 

Нескладно помітити, що 12)1( 22 +=−+ kkk , але Nkk ∈∀≥+ ,312 . 

чевидно, що цю умову не задовольняє єдине непарне натуральне число – 
один. А то єдине нат раль  число, яке не можна подати як різницю 
квадратів двох натуральних чисел – це число 1. 

4845 22

О
 му – у не

)()( =+⋅− nmnm аємо діофа⇔−= nm . М нтове рівняння.  
12 5345 ⋅= , 6)11()12()45( =+⋅+=τ , є 6 можливостей: 

4,545,145 595915345,45 ⋅=⋅= ⋅=⋅=  і т.д.  

Маємо Nnm ∈+ )( , Nnm ∈− )( nmnm +<−,  . А тому відпадають 

варіан вості: 

⎡

⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎨
⎧

+
=−

=−

⎨ =+
−

,9

,22
,23

,5

,3

,45
,1

m

n
m

nm

n

n

 

ти 145,315,59 ⋅⋅⋅ Маємо 3 можли. 

⎧ =nm

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣⎩
⎨
⎧

=
=

⎩

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣⎩ =

⎩ =+

.2
,7

,6

,9

,15

n
m

n

nm

nm
⎢
⎢
⎢
⎢

⎩m

⎨
⎧m

Відповідь: 45 можна зобразити у вигляді різниці квадратів двох 
натуральних чисел трьома способами ,22235 224 −=  ,6945 22 −=  .2745 22 −=  

 

9 (7 балів).  Довести, що існує нескінченна кількість натуральних чисел 
, для одне з чисел абоn   52 +n   172 +n  ділиться без остачі на 7. 

а 7 різ і
mod 3

Розглянемо, які остачі дають при діленні н ні степен  двійки: 
(42);7(mod22 21 );7(mod12);7 ≡  а тоді  

4

≡≡

);7(mod12);7od2);7(mod22 32313 (m ≡≡≡ ++ nnn  розглянемо 52 +n та  

23

172 +n : 
252 13 ).7(mod021172);7(mod05+≡++n ≡≡+≡ +n  

Отже, всі числа виду ( ) ( ) .,717 Nn2;752 2313 nn ∈+ M  + ++ M



 
10 (7 балів).  Довести, що існує н кінченна кількість натуральних чисел 

n , для одне з чисел 62 +n  або 192
ес

 +n  ділиться без остачі на 7. 
 задачу, 2);7(mod22 2313 ≡ ++ nnДивись попередню ≡  

 тод 066 13

);7(mod4

);7(mod і  ).7mod21192);7(mod0123123 ≡n і (
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≡≡+≡+≡n  + +n

Відповідь: всі числа виду ( ) ( ) .2;7623 N∈,71913 nnn ++ + M

).

M  

 
11 (7 балів   Дов стие , що для довільного Nn∈  існує Nm∈ , для якого 

( ) nm 312 M+ . 
 та висунення робочої гіпотези.  1. Аналіз розв’язання задачі

Оскільки Nn∈ , починаємо з 1=n . Очевидно, існує таке, що 1=m  

( ) 13M  і умова задачі виконується; 21 12 + =n , агнемо підібрати m так, пр щоб 

( ) 23M . Оскіл )9(mod , т 312 +m ьки 09123 ≡=+ о =m . Нех 3: вираз ай =n ( )12 +m

має ділитис  , тобто   повинен ділит

на  (сума цифр ділитися на 9). Розглядаємо: 
4 =

 

я вже на 3  на 27 , а для я спочатку 3 цього він ис
23 має 

);9(mod812);9(mod716; 4 ≡+≡  124162 +  не иться на 9, а тим більше 

на 27; о

 діл

тже ; 
5

 4≠m

 ;5≠m   (mod532;3225 );9(mod612);9≡= ≡+

 );9(mod212);9(mod164;642 66 ≡+≡=  ;6≠m  

;7≠m   (m2128;12827 );9(mod312);9od 7 ≡+≡=

 );9(mod512);9(mod4256;2562 88 ≡+≡= ;8≠m  

 ( ) 912);9(mod012);9(mod8512;5122 999 M+≡+≡= ;  тепер 

перевіряємо подільність на 27: ( ) 1927513,27129 ⋅=+ M , тому Отже, для 

таке, що умова зада і Порівнюючи три 

отрим з  (для маємо

.9=m  

3=n  існує 9=m  ч виконується. 

ані ре ультати  1=n   031==m ; для 2=n  існує ; для 

), висуваємо гіпотезу: 

 133 ==m

3=n , відповідно, m 239 == ( )( )NmNn n ∈=∃∈∀ −13  

( ) nm 31 M . 

2. Д

2 +

оведення (чи спростування) робочої гіпотези. ( )Nn∈∀ ( ) nn

312
13 M+
−

. 

Із означення подільності маємо: ( ) ZAA nnn
∈⋅=+⇔+

−

,31312
13 M , 

або (що саме) ZAA nn
∈−⋅=

−

,12
13 . Доведення (індукція по n ). 

1. База індукції 1=n  (перевірена при ви іпотези). 

n−
2

13

 те ж 
суненні робочої г

3



2. Індукційне припущення: ( )Nk∈∀ , що ( ) kk
312

13 M+
−

 або 

Zkk
−⋅=

−

132
13 AA ∈, . 

ц ний крок: покаже3. Індук ій мо, що для ( )1+k  твердж ня виконується, 

тобто що 

ен

( ) ,312 13 ++ kk
M ZBB kk

∈⋅=+ + ,31 1 чи 

ZBB kk
∈−⋅= + ,132 13 . 

  ( )222
11 3

3333 ==
−− ⋅ kkk

 або 

13

233 −⋅⋅+⋅⋅−⋅=−⋅=
+

444444 3444444 21
M k

kkkk AAAA .  

ь перші три доданки ділиться націло на , тобто 
дорівнює цілому числу помноженому на . А тоді 

=23

23  

1)3(3)3(3)3()13(

13 +k

,B  13 +k

Вираз, що містит  

k
ZBB k ∈−⋅ + ,13 1 ( ) 13 312 ++⇔ kk

M . А тому твердження місце для 
усіх натуральних n . 

має 

1

 
 

Nn∈  існує Nm∈1 (7 балів).
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  Довести, що для довільного , для якого 
( ) 2+n317 −m M . 

Доведення. Очевидно, що задачу можна розв’язати аналогічно до 
попере . Наведемо інше доведення.  

При діленні на всі натуральні числа дають остач (скінченне 
число

дньої
23 +n  23 +n  

): 13,23,,2,1,0 22 −− ++ nnK  Оскільки натуральних чисел виду  
нескінченно багато, то за принципом Діріхле Nmm

.  m7

∈∃ 21, , mm ≠  такі, що 17m  

та 27m  при 
21

 дають однакові остачі  на  (не порушуючи загальності 
а 377 21 +nmm

діленні
, можн  вважати, що ). А тоді різниця M . 

Очеви

23 +n

міркувань 21 mm > 2−

⇔− +2377 21 nmmдно, що M 23)17(7 2 +− nmm M , де 21 mmm −= . Оскільки 
найбільший спільний дільник 1)7,3( = , то і будь-які їхні натуральні степені 

також 2 взаємно прості, тобто ,3( 2 1)7 =+n А тоді m . ( ) 2317 +− nm M .
 

10 (4 бали). Довести, що

  

 для Zm∈∀  Zn∈∃ , для якого ( ) 744 Mmnn ++ . 

черезПозначимо  nnnA 4)( 4 +=  та розглянемо 

0040)0( ≡=⋅+=A )7(mod04 ;  

)7(mod55141)1( 4 ≡=⋅+=A ;      )7(mod324242)2( 4 ≡=⋅+=A ;  

)7(mod293343)3( 4 ≡=⋅+=A ;   )7(mod6272444)4( 4 ≡=⋅+=A ; 

645545)5( 4 ≡=⋅+=A )7(mod424)1(646)6( 44 ≡+−≡⋅+=A . ;  )7(mod1



Очевидно, що коли )7 , то (m ; при (mod0≡n 0)0()( ≡≡ AnA od )7
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)7o(m d1≡n  , при )( ≡nA )7(mod5 )7(mod2≡n  )7(mod3)( ≡nA  і т.д., тобто, 

коли пробігає повну систему лишків за одулем , вираз n  7 )(nA  м також 
пробігає повну систему лишків за модулем 7 .  

А це в свою чергу означає, що яким би не було число Zm∈ , для нього 
завжди знайдеться таке число n , що вираз mnA +)(  буде націло на 7. 

Наприклад, якщо 

ділитися 

)7(mod1≡m , існує )7(mod4≡n  таке, що 

( ) )7(mod016)( ≡+≡+≡+ mnAmn , тобто 44 +n ( ) 744 nn Mm++ . 

 
9 (7 балів). Довести, Nщо ні при якому n∈  числ  

сно не можуть бути пр

1=  друге 51251232 M

а
одноча остими. 

1. Очевидно, що при число

1252,1232,12 +++ nnn  

n  =+n , а тому  є 

дільник виду 

не
простим, отже . 

2. Якщо показник має непарні и 
 1≠n

n  Nkk ∈,12 тобто + , 

Ntktkn ∈⋅+= ,,)12( , тоді перше число 

( ) ( )12121212 1212)12( ++=+=+ ++⋅+ tkkttkn M  – не є простим, тому не 
може мати непарних дільників. 

. Лишився один випадок, коли  – парне натуральне число, що не має 

непар , о і за цих обставин три числа 

+
kkk

можуть бути одночасно простими. 

 ідеї та висунення роб потези: 

гіпотеза: . Доведення: ба (пе

припущення: має місце для . Покажемо істинність для 

n  

 n3

них дільників, тобто kn 2= . Покажемо щ

1252,1232,12 222 ++  не 

Пошуки очої гі );3(mod12,1
12 ≡=k  

);3(mod11622,2 422
≡≡≡=k  );3(mod111622,3 22823

≡≡≡≡=k  

)3(mod122 ≡
k

за індукції ревірена); індукційне 

)3(mod12: 2 ≡∈
k

Nk

:1+k  ( )22222 222
1 kkk

== ⋅+
, з урахуванням індукційного припущення маємо 

 тоді третє число ( ) )3(mod1122 2
2

22 1
≡≡=

+ kk
. А )3(mod0211252 ≡+≡+n  – 

ділитьс  на 3, а тому не є простим. Твердження доведено. 

скількох пар цілих чисел справ

я
 
9 (4 бали). Для джується рівність nm,  

84=+ nm 5 . 
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Виразимо nm −= 845 , а тоді nnm 8452845 −+= , так як Zm∈ , то 

Zn∈845 . Так як 1845 532 ⋅= , то 25kn = , де .0Nk∈  Аналогічно 

mn −= 845 ,  mmn 8452845 −+= , тоді 25tm = , де Nt .0∈  

Тоді .,,1351355845 0Nnktktknm ∈=+⇔=+⇔=+  
цілих невід’ємних nk ,  задовольняють останню умову. 

;0,8453
Очевидно, 14 пар 

  Перевірка: при 1,0 ==== nmtk

845513551257205,72012,1 ==+=+==== nmtk  і т.д. 
Відповідь: 14 пар. 

 ля скі к ар цілих чисел справджується рівність 
 
10 (4 бали). Д ль ох п nm,  

320=+ nm

Аналогічно: 

. 

nnm 3202320 −+=  і 25kn =58,564320 = =+⋅ nm , , 

mn 32028 5 −+=   іm4   25tm = , .0Nt∈  0Nk∈ ;  

.,,85855320 0Nnktktknm +Тоді ∈=+⇔=+⇔=  
ідповідь: 9 пар. 

 
11 (4 бали). Знайти усі трійки простих чисел 

В

);;( rqp , для яких 

справджується рівність 222 rqprqp ++= . 

Припустимо, що числа rqp ,,  не діляться на три, тоді rqp ,,  мають 

вигляд )13( ±k , а тоді мають вигляд 222 ,, rqp   )3(mod1)13( 2 ≡±k ; ліва частина 
рівності ділиться на три, а права частина при діленні на три дає остачу нуль:   не 

)3(mod01≡ , тобто ділиться на три. Неможливо. Тому одне з  

(наприклад, 
11 ++ чисел

p ) ділиться на три (і є простим), отже  3=p . 

Маємо 3=p , 222 rqprqp ++= , звід 2293 rqrq ++=ки . Нехай числа 

rq,  не діляться на три, аналогічно: 22

тепер ліва частина рівності ділиться на три, 
дає остачу два:  )3(mo

,rq  мають вигляд ; 
а права частина при діленні на три 

 )3(mod1)13( 2 ≡±k

d2110 ≡++ , тобто не

одне з чисел (наприклад, q ) ділиться и, 

{
9

 ділиться на три. Неможливо. Тому 

 тр є простим, отже  . 

З рівності маємо {
2

9

189 rr

на 3=q

 222 rqprqp ++=   +=
M

, звідки . 

Відповідь: 1 пара

 33 =⇒ rrM
M

 ).3;3;3(  
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0 (4 бали). Знайти всі пари простих натуральних чисел , для яких 

викон 2912

mn,1

ується умова 1209 2 +−= mn . − mn

Запишемо дану умову як квадратне рівняння відносно :  m
( ) 01912029 22 =+−+− nnm ,  його 

)
m  знайдемо корені  

( ) ( ( ) ( )222 192361192219 −=+⋅⋅−=+ nnnn , 

(

2 2120429 −−= nD

)  ⎢
⎣

⎡
−=

+=
.24

,5

2

1

nm
nm

 
2

19229
2,1

−± nm =  або

Аналіз першого розв’язку 51 += nm  дозволяє зробит  при 

)7 , якщо n  прост

и висновок, що

маємо пару простих ;2 е і , , 

- парне (не рівне двом), 

З другого розв’язку 

2=n  ( 2>n n - непарне тоді 

отже не може бути простим. 

n

 

51 += nm

−= 24  отримаємо ебором) пари простих m 2 (пер
,11;13( ),19;5  ( ),17;7  ( ),13;11  ( )  ( ),7;17  ( ).5;19  

),17;7  Відповідь: ,19;5( )7;2 , ( )  ( ( ),13;11  ( ),11;13  ( ),7;17  ( )5;19  

10 (4 бали). Довести: якщо 

.

 
pqmn +  ділиться на pm − то і npmq, +  

ділиться на pm − , де m, n, p, q – 

а умовою, 

цілі числа. 

З t
pm −
pqmn

=
+

 – ціле число. Розглянемо дріб 
pm
npmq

−
+  та 

віднімемо від нього ціле число t:  

.)()( nq
pm

pmnpmq
p
p

mpmpm
qmnnpmqtnpmq

−=
−

−−−
=

−
+

−
+

=−
+  

Звідки   

−−

−+−=
−
+ tnq

pm
npmq  ціле число. 

 (4 бали). Довести, що
 

, де m – натуральне число. 9  305 Mmm −

Розв’язання: +−=− (1()1(5 mmmmmm =+−⋅+−=+ ]54[()1()1()1) 22 mmmm  

()1

)

)1()1(5)2()1()2( +−++− mmmm +−= mmmm . 

анок отриманої суми д о, добуток k 
послідовних чисел натурального ряду ділиться на k! Перший доданок ділиться 
на 5!=  і сума ділиться на 30. 

Кожен дод  ілиться на 30, тому щ

120, другий – на 30, тому
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ину значень функції10 (2 бали). Знайти множ  
1
1

2

2

+−
++

=
xx
xxy . 

исливши похідну, встановлюємо проміжки її знакосталості 
та критичні точк маємо: на 
проміжку

RyD =)( . Обч
и, 

( )1;−∞−∈x  функція спадає: при 

−→−∞→ 1yx ; 
3
1)1( =−y ; на 

проміжку ( )1;1−∈x  функція зростає: від 

3
1)1( =−y  до 3)1( =y ; на проміжку ( )∞∈ ;1x  

функція спадає: 3)1( =y ; при  

ном, маємо  

;1+→∞→ yx  

;
3
1)1(min =−y   .  таким чи )1(max =y 3

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 3;
3
1)(yE . 

ати графік

Відповідь: 

 

1+
=

x
y . 

2 ++ xx
9 (7 балів). Побудув  функції 

1−≠x  
 

Маємо: 

( ]

( ) ( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+∞−∈=
+
++

−−∈−=
+−
++

−∞−∈
+

=
−−
+−−

=

.;1;2
1

2

,1;2;2
1

2

,2;;
1

2
1

2

x
x

xx

x
x

xx

x
xx

xx

y  

 

 графік функції 
( )

11 (4 бали). Побудувати
41

132log2

−+−
+−−−

=
xx
xx

y . 

н ик не дорівнює нулю ні при яких значеннях аргументу.  ОДЗ: Знаме н

 
00132132 >=+−++−=+−−− xУ чисельнику: при ∈x ]2;(−∞  xxx  

немож 2042132132 >⇔>−=+−+−=+−−− xxxxxx  ливо; при x )3;2(∈   
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викон іх ується для ус x  проміжку; при );3[ ∞∈x   

02132132 >=++−−=+−− xx− xx  виконується для усіх );3[ ∞∈x . Тому 

ОДЗ: );2( ∞∈ . Маємо:  x

( ) ( ) ( ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎧

∞∈
−

=
−+−

∈=
+−−

−−

).;4[;
52

1
41

log

),4;3(;
3
1

41

2log42log

x
xxx

x
xx

xx

 

  
(основа логарифма ): при 

⎪⎪
⎪

⎨

∈=
+−−

=
2log

,3;2;
341

2

22 x
xx

y

4

22

на першому проміжку – зростаюча функція
12 > ;2 −∞→→ + yx  

3
1)3(;0)5,2( == yy ; на другому проміжку – стала 

функція (відрізок прямої); на третьому – спадна 

 

;
3
1)4( =yфункція (частина гілки гіперболи):  при 0; →∞→ yx . 

 
9 ли  
множину
(4 ба ). Зобразити на площині 

 точок ( )x, , для 

координат яких справджується 

нерівність 

Oxy  y

xyyx 734 ≤+ . 

Числа x  і y  однакового знаку, 

тому нехай 0>y , тоді 0>x . Маємо 
першу чверть:   

 

xyyx 734 ≤+ ( ) ( ) 034 ≤−⋅−⇔ yxyx xyx
9

16
≤≤⇔ . 

Якщо 0≤x , , ліва частина нерівності датна, а права – 

невід’ємна, умова виконується для усіх точок
0≤y  – недо

 ( )yx;  третьої чверті і точки ( )0;0 . 
Т аємо множину точок: 

 
ому м

9 (4 бали). На координатній площині Oxy  зобразити множину точок 

( )yx, , для яких 0=+− xyyx . 
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легко переконатися, що разом з 
точко

. побудуємо дану множину 

при умові

Як 
ю ( )yxA , , яка належить даній 

множині, дана множина містить точку 
( )xyA ,′ Тому 

  і отриману фігуру y ≥ x

відобразимо симетрично відносно прямої 
xy = . При xy ≥ : 0=+− yxxy , 

11 +
=

+
=

11−
xx

xy . Шукана множина є 

точка ( )0,0  і 2 гілки, виділені суцільною 
л

Скільки розв’язків має рівняння: 

інією. 
 
11 (2 бали). 

x−= 22 . xxxx −++− 222

0≥x , адже в рівнянні є вираз x , 2≥x , адже 022 ≥− xx . Звідки 

02 022 22 ≥−++− xxxx . Отже, 2=x2 −≤x2 =− , але . Перевіркою 
переконуємося, що 2=x  з доволь івняння. 

 
а няє р

и10 (4 бали). Знайт  усі трійки ( )cba ,, , для яких рівняння cbxax =−+−  
має єдиний розв’язок. 

Якщо ba = , то cax =−2 , 
2
ca ±=−  

(при 0≥c ). У цьому випадку ми маємо один 
розв’язок лише тоді, коли 0=c . Нехай ba

x

≠ , 
для  .   певності нехай ba > Розглянемо функції

bxaxy −+−=  і cy = . Розглянувши першу 
функцію на проміжках ( ]bx ;∞−∈ , [ ]abx ;∈ , 

, легко побудувати її графік. Як видно з рисунка, ми маємо один 
коли . Цей випадок розглянутий. Отже, 

[ )+∞∈ ;ax
розв’язок,  ba = ba = , . 

Відповідь: 
 
9 (4 бали). Розв’язати рівняння

0=c
( ) .,0,, Raaa ∈  

 .24)7)(6)(2)(1( =++++ xxxx  
⇔=+⋅+⋅+⋅+ 24)7()6()2()1( xxxx ( ) ( ) ⇔=+⋅+⋅+⋅+ 24)6()2()7()1( xxxx  

24)128()78( 22 =++⋅++⇔ xxxx . 
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Виконаємо заміну: ;82 txx =+  отримаємо: 
0)4()15(0601924)12()7( 2 =+⋅+⇔=++⇔=+⋅+ tttttt , а тоді  

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−=

−−=

−=
−=

⇔⎢
⎣

⎡
=+

=+⋅+
⇔⎢

⎣

⎡

−=+

−=+

.324

,324

,3
,5

,12)4(
,0)5()3(

,48
,158

4

3

2

1

22

2

x

x

x
x

x
xx

xx
xx

 

}.324,3,5,324{ +−−−−−∈x  Відповідь: 
 
10 (4 бали). Розв’язати рівняння: . 4)6()5()3()2( =−⋅−⋅−⋅− xxxx

4)6()5()3()2( =−⋅−⋅−⋅− xxxx ⇔ ( ) ( ) ⇔=−⋅−⋅−⋅− 4)5()3()6()2( xxxx   
4)158()128( 22 =+−⋅+−⇔ xxxx ; заміна ;82 txx =−  отримаємо: 

12( 0)16()11(4)15() =−⋅−⇔=+ +⋅ t ttt . 

},54,4,54{ +−∈x  Відповідь: 4=x  є двокра  коренем. 
 
Розв’яжіть самостійно: 

тним

озв’ ( −1. Р язати рівняння: )5()2 20)9()6( =−⋅−⋅−⋅− x xxx . 

Відповідь: .
22

,7,4,
22 ⎭

⎬
⎩
⎨ +∈x  

2. Розв’яз

41114111 ⎫⎧
−

ати рівняння: 24)8()7()3()2( =+⋅+⋅+⋅+ xxxx . 

Відповідь: { }.325,4,6,325 +−−−−−∈x  
)7()33. Розв’язати рівняння: ()1( 45)9(⋅+⋅+ =+⋅+ xxx . 

Відповідь: 
x

{ }.195,4,6,195 +−−−−−∈x  
4. Розв’язати рівняння: 9)7()5()3()1( =+⋅+⋅+⋅+ xxxx . 
Відповідь: { },104,4,104 +−−−−∈x  4−=x  є двократним коренем. 
5. Розв’язати рівняння: 144)6()5()2()1( =+⋅+⋅−⋅− xxxx . 
Відповідь: { },3,2,7 −−∈x  2−=x  є двократним коренем. 
6. Розв’язати рівняння: )2()1( )6()5( =−⋅− xx 12⋅−⋅− xx . 

Відповідь: .
2
33

⎭

⎫

 
: ()6()2()1( xxxx −⋅

2
7,4,3,

2
33

2
7

⎬
⎩
⎨
⎧

+−∈x  

11 (4 бали). Розв’язати рівняння x 26)12−⋅−⋅− = . 
      ⇔=−⋅−⋅−⋅− 26)12()6()2()1 xxxx

( ) ( )
x  (

⇔=−⋅−⋅−⋅−⇔ 26)6()2()12()1( xxxxx  
2 )1312( xx 22 6)812( xxx =−+ . ⋅−+⇔
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мо: 0=x  Перевіряє не є коренем, тому 

681213126)812()1312( 222 =⎟
⎠

⎞⎛
⎠
⎞

⎝
⎛⎞

⎝ ⎠⎝ xx
⎜
⎝

−⎟⎜ +⋅⎟
⎠

⎜
⎛

−⎟
⎞

⎜
⎛ +⇔=−+⋅−+ xxxxxxx . 

Виконаємо заміну: t
x

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

12 , отримаємо: 

0)14()7(098216)8()13( 2 =−⋅−⇔=+−⇔=−⋅− tttttt , а тоді  

⎢
⎢
⎢ −=

=
⇔⎢

⎣

⎡
=−

⇔⎢
⎣

⎡

=+−

+−
⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
=+

=+

,377

,4

,37)7(,01214
,0127

12

,7

3

2

22

2

x

x

xxx
xx

x

x
x

 Відповідь: 

⎢
⎢

⎣

⎡

+=

=

=−⋅−=

.377

,3

,0)4()3(

,14

12

4

1

x

x

xx

x

⎡

{ }.377,4,3,377 +−∈x . 
 

Розв’яжіть самостійно: 
1. Розв’язати рівняння: 26)12()6()2()1( xxxxx −=−⋅−⋅−⋅− . 

.135,
2
73

2
11

⎬
⎫

⎨
⎧

±±∈x  

вняння: )12)6()4()2( xxxx −=

Відповідь: 
⎭⎩

2. Розв’язати рі ( x 23−⋅−⋅−⋅− . 

ідповідь: .8;3;В
22 ⎭

⎬
⎩
⎨

7313 ⎫⎧
±∈x  

3. Розв’язати рівняння: 210)4()2()2()1( xxxxx =−⋅+⋅+⋅− . 

Відповідь: { }53;53;1;4 +−−−∈x . 

4. Розв’язати рівняння: ()4()2( xxx 24)2)6( xx −= . 1−⋅− −⋅−⋅

{ }326 ±∈xВідповідь: , корені д

5. Розв’язати рівняння: x

вократні. 
220)6()3()2 xxxx − . ()1( ⋅− =−⋅+⋅+

{ }3;2∈x .Відповідь:  

6. Розв’язати рівняння: ()1( xxx 2315)12()4()3 xx ⋅+ =+⋅+⋅+ . 

Відповідь: { }6;2;46214±−∈x . 
 
10 (4 бали). Розв’язати рівняння

 

: 01053 234 =−+−− xxxx . 
1 спосіб. (

степ
Метод Феррарі): Виокремлюємо доданки четвертого і третього 

енів: 1053 234 +−=− xxxx  та виділяємо повний квадрат у лівій частині: 

( ) ⇔⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝

2
2

2
22

2
⎛+⋅− 2

2
11053

2
112 xxxxxxx 105

4
131 2

2
⎞

2
2 +−=⎟

⎠
⎜
⎝
⎛ − xxxx . 



Додамо в лівій частині у дужках деяке число 
2
λ , щоб вираз у правій 

частині перетворився на повний квадра , от имт р аємо: 

42
1105131 2

22
2 λλλ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+=⎟

⎞+ xxxxx  або 
422

2 +−
⎠

⎜
⎝
⎛ −x

⎟
⎞

⎜
⎝

++⎟
⎠
⎞− 10

2
1 2λλ x . 

ть я на повний квадрат, 
 нулю: 

⎠

⎛
⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

4
5

4
13

22
1 2

2
2 λλ xxx

Квадратний тричлен у правій частині перетвори с
якщо його дискримінант дорівнює

0
4

10
4

4
2

5
2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

+⋅⎟
⎠

⎜
⎝

+⋅−⎟
⎠

⎜
⎝

+=
λλD ; звідки 132

=⎛⎞⎛⎞⎛ λ

0
416

1310
2

654
4

322

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +++⋅−+
λλλλλ  або 0105353 23525 + =+++ λλλ  - 

маємо убічну резольвенту. Знайдемо один (будь-який) корінь цього рівняння, 
наприклад, за схемою Горнера; доцільно (раціональні еред 

ти рівняння додатні, корені можуть бути тільки від’ємними. Тому 
ьники числа 105: 

 

 к
) корені шукати с

дільників вільного члена, крім того, у нашому випадку у зв’язку з тим, що всі 
коефіцієн
перевіряємо лише від’ємні діл

035013

1053531
.  Отже 

−
3−=λ  є коренем, тому з рівняння 

⎟
⎞

⎜
⎛ ++⎟

⎞
⎜
⎛ −−+⎟

⎞=⎟
⎞

⎜
⎛ +− 10151 2

2
2

2 λλλλ xxxx  маємо: 
⎠⎝⎠

⎜
⎝
⎛ +

⎠⎝ 44
13

22 ⎝⎠2
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

4
49   бо ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

2
7

4
1

2
3

2
1 2

2
2 xxxx а

2
2

2
7

2
1

2
3

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− xxx , а тоді 

2

⎢

⎢

⎣

⎡

±=

∅∈=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⇔
=−

=+−

5

,0
4
7

2
1

05
02

2,1

2

2

2

x

xxx
.  ⎢⎢

⎣

⎡
⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−−

−=−−

2
7

2
1

2
3

2
1

2
7

2
1

2
3

2
1

2

2

x
x

xxx

xxx

2 спосіб. Метод невизна
их коренів (я д

о члена): 

чених коефіцієнтів. Переконуємося, що рівняння 
не має раціональн кщо старший коефіцієнт орівнює нулю, їх 
шукаємо серед дільників вільног }.10;5;2;1{ ±±±±  Тоді прагнемо 
розкласти многочлен у добуток двох многочленів другого степеня:  

 
 

( ) ( )dcxbxxxxx ax x⋅+ +++=−+−− 2234 1053 . 2
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Прирівняємо відповідних  (вже врахували те, що 
найвищий степінь єнтом 1): 

⎩

⎪⎪
⎧

−

=−
+=−

10

3
,1 c

 коефіцієнти при  степенях
входить з коефіці

a

⎪
⎪
⎨ +=

++
,5

,
bcad

bacd
 Якщо з першого рівняння виразити невідому 1−−= ca з , 

= ,bd

четвертого рівняння 
d

b 10
−=  і  підставити у друге та третє рівняння, отримаємо 

систему двох нелінійних рівнянь, з яких виключити третю невідому, отримаємо 
рівняння високого степеня, яке має раціональні корені: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
=
=
−=

,5
,0
,2

,1

d
c
b
a

 насправді коренів декілька 01 =∨−= aa  (зауважимо, що який-небудь 

розв’язок можна було отримати і шляхом підбору), але розклад на множники 
отримаємо однозначний 

( ) ( )521053 22234 −⋅+−=−+−− xxxxxxx , а тоді отримаємо 

.5
05 2,1 ±=⇔

=
x  

Відповідь: 

022⎡ =+− xx
2⎢

⎣ −x

}.5{±∈x  
 

10 (4 бали). Нехай числа yx,  задовольняють умови 
⎪
⎩

⎪
⎨

≤−+
≥−+

.02132
,0134

yx
yx   

Знайдіть найбільше і найменше значення ункції y

⎧ ≥+− ,02yx

 ф  xz 5+−= . 
Побудуємо прямі ,02132:,0134:,02: 321 =−+=−+=+− yxlyxlyxl  

задовольняє усі нерівності, це є визначимо область, що ABC∆  разом з 
Зобразимо на рисунку пряму 05;0внутрішньою частиною. =+−= yxz  
 координат), тоді множина y(проходить через початок xz 5+−=  є сім’я 

прямих, напрям зростання функції вказує нормальний паралельних між собою 
вектор )5;1(− . Тоді найменшого значення функція точці С, 
найбільшого – в точці В. Визначимо координати точок В і С, розв’язавши 
відповідно, системи рівнянь:  

досягає в 

).5;3(
,02132

,02
:31 B

yx
yx

llB ⇒
⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

∩=  
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yx
llC ⎨

⎧ −
).1;9(

,0
C⇒

=
,02132 yx⎩ =−+

134
:32

+
∩=  

 

531ma

 
А тоді )( minx −=⋅+ .41591)(;225+⋅=z ⋅−===⋅−= CzzBz  

числа 

 

yx,  задовольняють умови 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−+
≥+−
≥−+

.03029
,022
,0623

yx
yx
yx

11 (4 бали). Нехай   

діть всі значення, яких можуть приймати З айн

 а) yx, ;       б) 2x + ;      в) 2y
x

 (3 задачі). 

⎧

y

Побудуємо прямі =
⎪⎩ =−+

+−
−+ 23x =

⎪
⎨

03029
,02

yx
yx  та вкажемо частини площини, що 2

,06y

задовольняють усі умови задачі.  
Нескладно показати, що це є трикутник ABC

 
, разом з внутрішньою 

частиною. Координати точок вершин трикутника ABC  знайдемо, розв’язавши 
системи: 

⎟
⎞

⎜
⎛⇔⎨

⎧ =

⎠⎝⎩ =+−
−+

∩=
42;2,0623

: A
yx

llA ; 
77,02221 yx

B( );6;2
,02223 yx⎩ =+−
,03029

:
yx

llB ⇔⎨
⎧ =−+

∩=   

)
,0302931

⎩ =−+
( ;4

,0623
: −⇔⎨
⎧ =

3
−+

∩= C
yx

llC
yx

. 
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Невідома x  а) змінюється від абсциси   точки  точки А до абсциси С, 

тобто ⎥⎦⎢⎣
∈ 4;

7
; аналогі⎤⎡2x чні міркування приводять до висновку . 

) Щоб взнати межі зміни невідомої 

: [ ]6;3−∈y

б 22 yx +  ( є коло з 
центр айдем

222 cyx =+  
ом в початку координат та радіусом с), зн о точки площини 

трикутника АВС, що розташовані найближче і найдалі від центру кола, т. О);  

рівняння 
2
30623: ⇒=−+ kyxAC −= , тоді кутовий коефіцієнт прямої 

ОТ, що перпендикулярна до )1(2
111 llkkk ⊥⇒−=⋅= , рівнян

3
AC − ня ОТ: 

xy
3
2

= . Тоді  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎝
⎛

⎩
⎨
⎧

−
⎜⇔

=
=−+

∩= ;
,0

: TOTlT , звідки 
13
12

13
18

32
,0623

1 yx
yx

13
613

13
6

13
12

13
18 22

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=OT  т йменше знач- а оді на ення 

13
366222 =⎟

⎞
⎜
⎛==+ cyx . Найбільше значення 22 yx

13

2

⎠⎝
+  досягає в точці В і 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈+=+=+ 40;
13
36;4062 222222 yxyx .  дорівнює

Зауваження. Відстань від прямої 0623: =−+ yxAC  до початку 
координат можна було простіше, не обчислюючи точки Т, якщо записати 
рівняння x cbyaAC =+  у : льному вигляді норма

222222
:

a
x

ba
AC +

+ ba
cy

b
ba

+
=

+
, причому права частина (вільний член) 

обов’ ним, він і показує відстань до початку координат   язково має бути додат

062 =−+ y3: xAC
13
6

13
2

13
3

=+⇔ yx . 

x  є рівняння роходить через ток в) cyconstc
x
y

=⇒== прямої, що п поча

координат, кутовий коефіцієнт дорівнює с. Очевидно, кутовий коефіцієнт є 

найменшим для прямої ОС, ( )
4
3

−=
y айбіль м для прям  ОА, :3;4 −
x

C  і н ши ої

9
7
2:

7
18:

7
18;

7
2

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
yA .  А тому ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡y
−∈ 9;

4
3

x
. 

 

9 (7 балів). Знайти найбільше і найменше значення виразу 
32
42

−+
−+

=
yx
yxL , 



якщо ⎧
≤≤ ,43 x

⎩
⎨ ≤≤2 y

 
.5
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Нехай 
−+=′⎩

⎨
⎧ −+=′

,32
2

yxx
x

 виразимо
,4yy

 x  

і , отримаємо y
⎩
⎨
⎧

+′−′=
+′+′−=

.223
,523

yxy
yxx

 

Врахуємо обмеження, дані в умові, 

матимемо: ⎨
⎧ ≤+′

≤+′−′≤⎩

+′−≤
,15226 yx

≤′−′≤

,12529 yx
 звідси 

⎩
⎨
⎧ ≤′+′−≤

.1324 yx
Побудуємо від

множину точок в системі

,724 yx
 повідну 

 YOX ′′ : мо паралелограмОтримає  ABCD . 

Врахувавши, що 
x
yL
′
′

=  - тангенс кута нахилу прямої, що р ходи ерез 

точки ; о, що набуває найменшого значення в точці

 п о чть 

 ( )0;0 ( )yx ′′; , маєм  L  D , що є 

точкою перетину прямих 
⎩
⎨ =′+′−

=′−′

,42
,13

yx
yx

 звідси 
2 (⎧ )7;10D ; 

⎩
⎨
⎧

=′
=′

,7
,10

y
x

 
x
yL
′
′

= ; 

 значення в точці B : 
⎩
⎨
⎧

=′−
=′+′

10
7

min =L ; досягає найбільшогоL  
′

−
,42
,72

yx
yx

 ( )6;5B ; 

5
6

max =L . 

 
9 (7 балів). Знайти всі значення а, для кожного з яких існує скінченна 

кількість точок ),( yx  з цілими невід’ємними координатами x  і y , що 
0103 ≥++− 0386 ≥−+− yxi . 

лізуємо, які півплощини задано в умові − y
ayax

Проана : 0386 ≥+ −x  - 
півплощина з межею 0386 =+− yx , що не 

півплощини слугує пряма 
містить початок координат. Межею іншої 

, що для усіх значень 0103)1( =+−+ yxa

параметра  а  проходить через точку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
10;1 . 

, якщо пряма 0103)1(Очевидно +−+ yxa =  займає положення, паралельне до 
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прямо yї 0386 =− +x , кутовий коефіцієнт якої відповідно 
4
3

=k , то система 

нерівностей містить нескінч и у ’я кенну множ н розв з ів першої координатної 

чверті у тому числі з цілими невід’ємними координатами x  і ; якщо  y, 
41

утворюється необмежена область, що містить нескінченну кількість 
цілочисельних точок, тому кутовий коефіцієнт прямої 0103

3
>k  

=++− ayax    

4
3

1 <k ; 
4
3

31 <=
ak  з іншого боку, якщ а о прям 0103 =++− ay  проходить 

701013

ax

через точку (0;1), тобто  0 −=⇔=++⋅ aa , систему нерівностей 
 невід’ємними координатами (0;1). Тому 

−⋅a
задовольняє єдина точка з цілими

маємо ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−∈

4
9;7a

 
10 (4 бали). 

. 

Знайти всі значення а, для кожного з яких існує скінченна 
кількість точок ),( yx  з цілими невід ємними к ’ оординатами x  і що

≥+−

y ,  
01186 ≥++− y073 xiyax . 

З умови: 0118 ≥6 ++− yx  - півплощина з 
м ж 0118е ею 6 =−− yx , що містить початок 

 іншої півплощикоординат. Межею ни слугує 
пряма 073 =+− yax , що для усіх значен  ь

параметра  через точку   а  проходить ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
7;0 . 

Зауважимо, що за будь-яких від’ємних значень параметра а обидві нерівності 
задовольняє цілочисельна точка (0; 0). З іншого боку, якщо пряма 

, кутовий коефіці073 =+− yax єнт якої 
3

k = ,  займає граничне положa ення, 

паралельне до прямої 01186 =−− yx , кутовий коефіцієнт якої 
4

k , то 

система нерівностей містить нескінченну множину розв’язків 

3
=

з цілими 
невід’  ємними координатами x  і y , тому кутови ієнт прямої 

0103 ≥++− yax   

й коефіц

a  
41 <k . Т му3 о маємо  ⎟

⎠
⎜
⎝

∞−∈
4

;a . ⎞⎛ 9

 
10 (7 балів). Скільки всього шестицифрових чисел, у запису яких є як 

цифра 1, так і цифра 2, але немає цифри 0?  
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1 спосіб. Оскільки цифри 1 і 2 є обов’язково, то спочатку виберемо місця 
 1 на 6 місць можна  6-ма способами, цифр на 5 

місць, що залишилися п’ятьома способа Отже. цифри 1 і 2 н
для них. Цифру поставити у 2 – 

,  ми. а шість місць 
можн поставити за правилами добутку 5·6=30 способами. Тепер у кожному з 
30 спо множини 
{1; 2; кільки  бути, 1 можуть
з 4-ох місць, що залишилися, цифру можна обр
правилом добутку чотири цифри  можна

зково, і у 
 з 30 способів є можливість чотири цифри обрати 6561 
правилом суми (3 6 ) всього 6-цифрових ч с

цікавлять, буде 30·6561=196830. 

2 спосіб

а 
собів виберемо ще 4 цифри. Обирати їх будемо з 9-елементної 

 3; …; 9}, ос  0 не може  і 2  повторюватися. На кожне 
ати 9-ма способами. Тоді за 

одночасно  обрати 9·9·9·9=94=6561 
способом. Отже, маємо 30 способів поставити цифри 1 і 2, які є обов’я
кожному  інші способом. 
Тоді за 0 доданків по 65 1 и ел, що нас 

. Цифри 1 і 2 можна розставити на 6 місць 30
!4
!6

способами. обів інші чотири цифри з множини 

2
6 ==A  

У кожному з 30 спос

{1; 2; 3; …; 9} можна обрати 6561944
9 ==A  способом. Остаточно, всього 

шестицифрових чисел, що нас цікавлять,  1968304
9

2
6 =⋅ AA .  

Автори вдячні Войналович Наталії Михайлівні, кандидату пед наук
доценту кафедри математики КДПУ ім. В. Винниченка, вчителеві-методисту, 

ві математики Педагогічного ліцею м. Кіровограда за на
розв’язання задачі. 

. , 

вчителе ведені 
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Геометричні
9 (2 бали) Два кола дотикаються зовні. Знайти довжину їхньої спільної 

діуси кіл рівні 16 см і 25 см.   
1 спосіб

 задачі 

зовнішньої дотичної, якщо ра
 

,111 ODDO ⊥ 122DO OD⊥ . 

Побудуємо точку E  на 
  – ,DO так що22 121

прямокутник, тоді 
9122

DEDO

=−= RREO (см ; 

41(см). 

:21 EOO∆ :90( °=∠

)

1221 =+= RROO

.)(40161003250941 22
1EO ⋅=⋅=−=E ) 21DDсм ==  

2 спосіб. 
Нехай точка , тоді гомотетія  2121 OODDJ ∩= ( ) 2211 OJDOJDH k

J ∆=∆ ; 

25
16

=k ;  
25
16

2

1 =
JO
JO ; 

2
6561625 11 +⋅=⋅ JOJO ; 

9
656

15
= ;  16

411

1

+JO
JO =JO (см).  

З прямокутного трикутника  

9
640

9
512800

9
14465616

9
656: 2

22
2

2

111 =
⋅

=
−

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∆ JDDJO (см). З теореми 

Фалеса
1

211
21

21

21

1

1

JO
OOJDDD

DD
OO

JD
JO ⋅

=⇒= ; : 

 ( )см406404164041
9 ==

⋅
=

⋅
= . DD

164116656

640

21 ⋅

9 (2 и

9
 

 бал ). Нехай M  – довільна то AC  чка на основі рівнобічного 
трикутника ABC . Довести, що CMAMBMBC ⋅=− 22 . 

Нехай  – середина основи  O AC , тоді, враховуючи 
теорему Піфагора, маємо:  

( ) ( )
(22 OMOCOMOC −=−=

22 BOBMBC =−

) ( )

2222

OMOC
OMBOOC

=+⋅

=+−+

 
( ) ( ) .AMCMOMAOOMOC ⋅=+⋅−=
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10 (2 бали). Діагоналі чотирикутника розбивають його на чот
 є паралелограм. 

ири 
трикутника з рівними площами. Довести, що чотирикутник

Нехай ABCD  – даний чотирикутник, 
O  – точка перетину його діагоналей, 
E  – проекція точки  В  на діагональ АС. 

Маємо: OCBESSAOBE BOCAOB ⋅===⋅
2
1

2
1 , звідки 

OCAO = . Аналогічно, ODBO = , а тому ABCD  – 
парал

 (4 бали). Діагоналі опуклого чотирикутника 

елограм. 
 
9 ABCD  перетинаються в 

точці мо, що площі DOACODBOCAOB ∆∆∆∆ ,,,  виражаються 

орівнювати 2008
Нехай 

О. Відо

натуральними числами. Чи може добуток цих чисел д ? 
ABCD  – даний чотирикутник, 

 – точка перетину його діагоналей, O
E  – проекція точки  В  на діагональ АС. 

Маємо OCBESSAOBESS BOCAOB ⋅==⋅==
2

звідки 

1;
2
1

21 , 

OC
=

2

. Аналогічно, AO
S
S1

OAhSSCOhSS DOACOD ⋅==⋅==
2
1;

2
1

43  і 
OC
AO

S
S

=
3

4 а тому , 

( )2SS ⋅ , звідки 3143214231
3

4

2

1 SSSSSSSS
S
S

S
S

=⋅⋅⋅⇒=⇒= ( ) 20082
31 =⋅S S , що 

неможливо, оскільки виражаються натуральними числами, 2008 е є 

повним квадратом. 
 
9 (2 бали). Чи можна накрити фігуру, що має форму трикутника зі 

сторонами 13см, 14см і 15см, кругом радіусом 8см? Відповідь обґрунтувати.  

см

31 , SS   н  

21=p  ; 8473432727267821 3 =⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=∆S  см2. 

8
18

8
65

7344
537213

4
==

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

==
∆S

abcR (см) – радіус описаного круга. За умовою 

. Rrкр <= 8
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е м
11 (2 бали). Чи можна розмістити  

 5см? Відповідь пояснити. 
Розв’язання: 

Відповідь: н ожна. 
 кулю радіуса 2см всередині правильної

чотирикутної піраміди з основою 8см і апофемою
SEF∆  5== SFEрівнобедрений S  (cм), 

 (cм8=FE ) 4=⇒OE  (cм), SOE∆  - єгипетський: 

3=SO  (cм), тоді  12381
=⋅⋅=S  (cм2)

2∆SEF ; 

9
2

855
=

++
=p  (cм); изна имо радіус вписаного кола вв ч  

SEF∆ із співвідношення: 2<⇒= rprS  (cм).  

Відповідь: не можна. 
39

==

2   
 інше ребро піраміди, перпендикулярне 

до початкового.  
Нехай  – висота піраміди. 

412

 
10 ( бали). Довести, що у правильній п’ятикутній піраміді для кожного

ребра знайдеться

 FL
1) ,ABFD ⊥  так як ;),( ABDLABCDFL ⊥⊥  −DL

, перпендикуляри

 

проекція за теоремою про три   FD
.ABFD ⊥  

2) Аналогічно AEFCBCFE ⊥⊥ ,  і т.д. 

 
11 е ребро правильної трикутно піраміди нахилене під 

кутом °45  до основи. Знайти
 (4 бали). Бічн ї 

 сторони основи піраміди, якщо її об’єм дорівнює 
 18.

Нехай xSO =  ( SO  - висота), з BOS∆  

21
x( °=∠ 45SBO о: xOSOB == , тоді O) маєм B = , 

2
3

1
xBB = .

2
3

1
x З CBB1∆ : = , CB xBC 3= . Звідси 

xAC 3 xxxSSOV 311
⋅⋅=⋅= ABC 3

2233
118 ⋅= , , =

324
3

723 ==x , 32=x . 
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основа9 (4 бали). Менша  BC  трапеції ABCD є діаметром кола, яке 
проходить чере ред ни обох діагоналей трапеції і дотикається до більшої з се и

 основи AD . Знайти 
ап ц . 

Неха  – цент
внутрішні кути тр е ії

й р кола, O
NM ,  – середини діагоналей 

AC  і BD .  
°=∠ 90BMC  (вписаний кут, 

RBCABMCAMВС – діаметр); ACBM 2, ==⇒=⊥ . 

Аналогічно RCDBCNDBNCNB 2,90 ==⇒=°=∠ ,  тому  а  трапеція

рівнобічна. 
RABROPBKADBKABK 2,:: 1111 ===⊥∆ ;  

дорівнює половині гіпотенузи, ку

отже, 1BK  – катет, що

тому т 0
1 30=∠BAK ає о: 

.50°

; звідси м м
;30 =∠ 1=∠°=∠=∠ CBDA  

ному ABC

 
9 (4 бали). В прямокут ∆ , площа якого S , r  – радіус вписаного 

кола, R  – радіус описаного кола , що. Довести  RR2Sr −+= . 
Нехай  – катети, гіпотенуза трикутника. Для доведення доситьba, c  –  

використати відомі формули 
2

cbar −+
= , 

2
abS = , 

2
cR = . 

( ) .
22424

2
242

22 cb22
2 rcbacbaabaccabRRS =

−+
=−

+
=−

++
−+=−+  

 
10 (7 бали) В опуклому чотирикутнику сума квадратів двох довільних 

сторін, що мають спільну вершину, дорівнює квадратові діагоналі, що 
п ерез цю ж вершину. Знайт  чотирикутника. 

=

роходить ч и кути
Нехай ABCD  – даний чотирикутник, M  

і N AC  та BD   – середини діагоналей  
відповідно  відо. Враховуючи му формулу 

довжини медіани 
4
22 222

2 acbma

−+
=

 ,

, маємо 

для медіан трикутників ANC∆  ,ABD∆  BCD∆ :  



( ) =⎟
⎠

⎞
⎜
⎛ +2 22

4
1 ABACCNMN
⎝

−
−+

+
−

=−+= 2
22222

2222

2
22

2
22

4
1 ACBDCDBCBDADAN

( )2  – ця ф22222

4
1 BDACADCDBCAB −−+++= ормула належить Ейлеру. За 

умово
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ю 22 DB2 BCAB = , 222 BDDA =+ , 222 ACDC C+ DBC =+ , 
222 ACADAB =+ . Додавши всі ці рівності, легко отримати: 

222222 BDACDACDBCAB +=+++ З формули Ейлера отримуємо 02. : =MN , 
чк  тобто то и M  і N  співпадают і ь ABCD  – паралелограм, тому CDAB = , 

222222 BDABBCCDBCAC =+=+= , BDAC = . ABCD  – прямокутник  
прямі. 

Зауваження. Формулу довжини медіани 

, всі кути

4
22 222

2 acbma

−+
=  

двічі теорему 

нескладно 

отримати, записавши косинусів для 
та2, BCBMC∆   2, BABMA∆ : 

;
2

2 αCosBMBC ⋅⋅=  2
2

2
2 ACBMAC

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

);2
2

2
2 α−⋅−⎟

⎞
⎝

CBMACAB  

. 

180(
2

02 ⋅
⎠

⎜
⎛+= osACBM

та почленно додавши отримані рівності
 

кщо висоти
одного із их дорівнюють висотам іншого? Відповідь обґрунтуйте. 

Нехай 

9 (4 бали) Чи обов’язково будуть рівними два трикутники, я  
 н

cbaS ,,,  – площа і сторони першого трикутника,  – 

відповідно

1111 ,,, cbaS

 другого. З умови маємо: 
1

122 ShhS
=== , 

S
S

a
a1

1 aa aa
1= , аналогічно 

отримаємо: 
S
Sc

cS
Sb 1111 , == ,  

c
c

b
b

a
a 111 ==

b
а тому , тому дані трикутники подібні 

з деяким коефіцієнтом k , а тоді площі відносяться як 2k , маємо kk =2  
=

, тобто
k . Трикутники рівні

9 (7 балів). Визначити площу трикутника за трьома висотами  

формули площі трикутника: 

1 . 
 

 cba hhh ,, .

Запишемо для 

 )()()( cpbpappS −⋅−⋅−⋅= , ;
2

cbap ++
=  ;

2
1,

2
1,

2
1

cba hcShbShaS ⋅=⋅=⋅=
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маємо ят т
виключимо торони

 п’ять рівнянь і п’ ь невідомих, виразимо сторони через висо и та 
 с : cbca hchbhcha ⋅=⋅⋅=⋅ ; ,  

а тоді: 
b

c

a

c

h
hcb

h
hca ⋅=⋅= ;  і півпериметр: =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+⋅= c

h
hc

h
hc

b

c

a

c

2
1p  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅=

cba
c hhh

hc 111
2
1 , ;111

⎟⎟
⎠

⎞
иразимо⎜⎜

⎝

⎛
++⋅=

ba hhh
Sp  в  

c

cpbpap −−− ,, :  

;
22

acbacbaap −+
=−

++
=−  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

+⋅=⎟⎟
⎠ b

c
a h

c
h 2

⎛
−

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−+⋅=−

ac

c

b

c

hh
hhcc

h
hcap 1111

2
1  

або ;111
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅=−

acb hhh
Sap  аналогічно: ;11 ⎟

⎞
−+⋅=− Sp 1

⎟
⎠

⎜⎜
⎝

⎛

bca hhh
b

 

;111
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅=−

cba hhh
Scp  підставимо у формулу Герона, отримаємо:  

;111111111111
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅=

cbabcaacbcba hhh
S

hhh
S

hhh
S

hhh
SS  

;11111111112 ⎜
⎛

+⋅⎟
⎞

⎜
⎛

+⋅⎟
⎞

⎜
⎛

++
11

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎛

−+⋅⎟⎟
⎞

⎜ −⎟⎜ −⎟⎜=
hhhhhhhhhhhh

SS  звідки площа  
⎝⎠⎝⎠⎝⎠⎝ cbabcaacbcba

⎟
⎠

⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

=

cbacaabc hhhhhhhh
111111

 (кв.од.). 

9 (2 бали). Чи обов’язк ь рівними два трикутника, якщо висоти

За умовою т ники мають рівні висо ) ( ) aa hh

⎟
⎞

⎜ −+⋅⎟⎜
⎛

−+⋅⎟
⎞

⎜
⎛

−+⋅⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
++

bcba hhhh

S
111111

1

 
ово будут  

одного з них дорівнюють висотам іншого? 
рикут ти ah( == 21 , 

( ) ( ) bbb hhh == 21 , ( ) cc hh =1 ( ) ch=2 , тому вони мають однакові площі SSS == 21  

(дивись попередню задачу), а тоді ;2
2 a

a h
1 SahaS =⇒⋅=  ;2;2

cb hh

сторони трикутників рівні, а отже і трикутники рівні за трьома сторонам

ScSb ==  

и. 
 
9 (2 бали). Знайти всі сторони як

дорівнюють 5 і 6. 
 трикутника з площею 12, що дві з них 
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За умовою ;2sinsin
2
1

ba
SbaS
⋅

=⇒⋅⋅= γγ  
5
3cos

5
4

0
42sin ±=⇒= γγ , а 

3
=

тоді з теоремою косинусів отримуємо третю сторону: а 

.
67

55
661

5
3526

2

12

⎢
⎢
⎣

⎡

=

=
⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±⋅⋅−

c

c
m  325 +=c

 
9 (7 балів). Точка M  знаходиться в площині квадрата ABCD і 

6=MA см, 4=MC см,  2=MD см. Знайти площу квадрата. 
Використаємо  координат: нехай нат метод  початок коорди

співпадає з точкою A , вісь абсцис напрямлена від точки A до 
D , вісь ординат  точки  – від A до B  і нехай сторона квадрата 
дорівнює см, тоді координати точок a  );;0();0;0( aBA  

)0;(  );( yxM .);;( aDaaC ; координати точки  Врахуємо умову задачі, отримаємо: 

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎧

−
=

+
=

,14

,
2

34

2

2

ay

a
ax

 )1(
,16)()(

,2)(
,36

2

22

22

−⋅
⎪

⎪
⎨

⎧

=+−

=+

yax
yx

   ⎪
⎧

=−

=+ ,36
2

22 yx
  

2
⎩ =−+− ayax

⎨
−= ,14

,342
2a

axa
⎪
⎩ −2ya

⎩⎝ 2a

⎨

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎛ + ,36

2
1434

2
222

a
a

a

361434 22222 =⋅+−++ aa   

2a

( ) ( ) ,04a

,014419628115668 244 =−+−+++ aaaaa  

,013521042 4 =+− aa  

260)26(067652 2224 =⇔=−⇔=+− aaaa . 

Відповідь. Площа квадрат 26 см2.

 
1  ів). Точка 

а дорівнює  

0 (7 бал M  знаходиться в площині квадрата ABCD і 

27=MA см, 3=MC см,  6=M и площу квадрата. 
Див. попередню задачу. Пл а квадрата дорівнює 15 см

10 (7 балів). Точка 

D см. Знайт
ощ 2. 

 
M  знаходит ин ABCD ься в площ і квадрата і 

5=MA см, 3=MC см,  2=MD см. Знайти площу квадрата. 
Відповідь. Площа квадрата дорівнює 17 см2. 



10 (2 бали). Знайти площу трикутника з вершинами в точках  
).6;3();5;4();1;1( CBA  

1 спосіб: обчислити довжини сторін:  

211;292;543 222222 =+==+==+= BCACAB ; далі 

о не зовсім раціональн

5

скористатися формулою Герона, щ о. 
2 спосіб: обчислити довжини сторін та скористатися теоремою косинусів:  
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ACAB
BCACABBAC

⋅
−+

=
2

222

,  BACCosCosACABACABBC ∠⇒∠⋅⋅−+= 2222

295
7

295
261

295
26

2952
22925 2

⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−=∠⇒

⋅
=

⋅⋅
−+

=∠ BACSinBACCos ; 

5,3
295

7295
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
⋅⋅⋅=S  (кв.од.). 

3 спосіб: обчислити вектори сторін ABC∆ :  ( ) ( );5;2; =ACB  

ика є п в

4;3=A

тоді площа трикутн оловина модуля изначника координат векторів 
сторін ABC∆ : 

5,3)815(
2
1

5
43

mod
2
1mod

2
1

==−⋅=⋅=×= ACABS  (кв.од.). 

(Визначник 2-г  порядку обчислюєтьс

2
7

2

о я за правилом: cbda
dc
ba

⋅−⋅= ). 

 (4 бали). Знайти площу трикутника, вершини якого – точки перетину 
прями

 
9
х .123;12;72 =+=−=+ xyxyyx  

Запишемо рівняння прямих у відрізках 1=+
yx , то
b

ді  –відрізки, які 

відтинає прям обудуємо прямі: 

ba,
a

а на осях абсцис і ординат, відповідно. П

;1
2

77
=+

yx  ;1
12

1 =+
−

yx  1
3

1
2

1 =+
yx  та 

знайдемо координати вершин ABC∆ : 

⎩
⎨
⎧

=+−

⋅=+

,12
2,72

:21 yx
yx

ll I  
⎩
⎨
⎧

−=
=

,27
,155

yx
y

  

⎩
⎨
⎧

=
=

,3
,1

y
x

   )3;1(A ; 
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=
,1⎩

⎨
⎧

+
+−
32

,12
:32 yx

yx
ll I  

= ⎪⎩

⎪
⎨ − 31 y  
⎧

=

=

,
2

,24

x

y

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

4    

⎧

=

−=

,
2
1

,1

y

x
⎟
⎞

⎜
⎛−

1;1B ; 
⎠⎝ 24

⎩
⎨
⎧

=+

−⋅=+

,132
)2(,72

:31 yx
yx

 
⎩
⎨
⎧

−=
ll I

−=−
,27
,13

yx
y

⎩
⎨
⎧

=
 

−=
,13

,19
y
x

      )13;19(−C . 

Обчислимо вектори, на яких побудовано ABC∆ : 

( ) ( )2;1
4
5

2
5;

4
5

−=⎟
⎠
⎞−−3;1

2
1;

4
1

⎜
⎝
⎛=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=AB ; 

)1;2(10)10;20 −=− , тоді пло а()3;1()13;19( =−−=AC щ  трикутника є половина 
модуля визначника координа векторів сторін ABC∆ : т 

4
13

4
25)41(

8
50

2
1

10
4
5

==+⋅=
−
⋅⋅⋅  (кв.од.). 

Зауваження: о ення площі за формулою Герона більш громіздке, але 

11
1
2

2
1mod

2
1

=×= ACABS

бчисл  
дає той же результат. 

Площу можна обчислити без формули Герона, знайшовши за теоремою 
косин инус одного з кутів та скориставшись основною 
тригонометричною тотожністю, обчислити синус кута і далі – площу.  

2 спосіб

усів кос , 

: Якщо рівняння прямої ;0:)( =++ cbyaxAB  координати точки 
, то відстань від точки);( 00 yxC  C  до прямої )(AB  обчислюється за формулою: 

22

00);( ABC =
ba

cbyax
+

++
ρ . 

Рівняння прямої 12:)( ;0=+− yxAB  координати точок )3;1(A , ⎟
⎠

⎜
⎝
−

2
;

4
B

в

⎞⎛ 11 , 

ідстань 5
4
5

=AB (од.) и; висотою відстань від 

третьої вершини

– довжина сторон слугує 

 )13;19(−C  до прямої :)(AB  

  
4

125
8

250
5

50)5
4
5(

2
1;

13
)

2

⋅
= SB

5
50

12
11)19(2

;(
2

==⋅⋅==
+

+−−⋅
ACρ (кв.од.). 

3 спосіб: Запишемо рівняння прямих у вигляді αtgkbkxy =+= ;  – 

кутов ієнт прямої. Маємо: ий коефіц
2
7

2
1:)( +−= xyAB ;  )(  ;12: yAC += x

;1
3
2:)( += xyBC  аналіз кутових коефіцієнтів – добуток дорівню -1) – − є (

дозволяє зробити висновок, що прямі );()( ACAB ⊥  ABC∆  – прямокутний, 
причому 090=∠A , а тому його площа дорівнює півдобутку катетів 



ACABS ⋅=
2
1 . Маючи координати точок CBA ,, , знаходимо потрібні відстані і 

отрим

9 (4 бали) Нехай – сторони трикутника і справджується рівність 

уємо площу. 
 

cba ,,

bccba 2635 =++ . Довести, що ba <   і ca < . 
Доведення (від супротивного): як сторони тр0,, >cba ( икутника). 

1) Нехай ba ≥ , тоді bccba 7235 =++  (за умовою). 

bccbcbcbabc 72362
огогеометричнсереднього

Знак рівності й, якщо cb

еарифметичнсереднє
363572 =⋅

≥
≥

≥+≥++= . 

можливи a= = , але тоді 
bbbbcba 2626935 =⋅≠=++  – суперечить умові. Отже ba < . 

c≥ , тоді a2) Нехай bccbcbcbaab 80452453572 =⋅≥+≥++=
е, ca

, що 
неможливо. Отж < . 

 
10 (4 бали)  Нехай ABCD – неопуклий чотирикутник на площині, α  – 

кут між прямими AC  і BD . Довести, що площа S  чотирикутника може бути 
 формулою обчислена за αsinBD2 ACS ⋅= .  

Нехай K  – точка перетину пря
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мих AC  і BD . 
Враховуючи, що ( )xx ° −= 180sinsin , маємо: 

( ) ( )2 2 2 2 2
sin sin s
sin sin

BCD AKD AKB KCD KCS S S S S
A B KC KD KC KB
AK AC BD

sin in
sin

ABD BS S
K KD AK K

BD KC BD
α α α

α

= − + − =

= + ⋅ − ⋅
= ⋅ = ⋅

α
α α

= +

⋅ − ⋅ =
+ ⋅

 

 
 

11 (7 балів). Знайти об’єм трикутної піраміди ABCD, якщо 13=AB , 
 ,12B,5=AC =C  ,15=AD  ,14=BD  .16=CD  

1 спосіб. ACB∆  – прямокутний, бо 
222 BCACAB += ; ;169169;12513 222 =+=  нехай 

DH – вис
сота грані 

ота піраміди. 
Нехай 1DH  – ви ACD : ACDH ⊥1 , 

DH 2  – висота грані DCB: CBDH ⊥2 . Так як усі 
ребра піраміди ідомі, то для кожно   
можемо обчислити (якщо потрібно) площу, висоти

в ї грані ми
 

і ін.: 
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  1) 396133218
16⎜

⎜
=

∆

c
ACD 1815

3
=⋅⋅⋅=

⎟
⎟

⎠⎝

==
=

= pbS  (кв.од.); обчислимо висоту 

грані:

65
⎟
⎞

⎜
⎛ = Pa

5
3912

5
39622

2
1

11 =
⋅

==⇒⋅= ∆
∆ AC

SDHDHACS ACD
ACD  (од.);   

5
28

25
391441622

1
2

1 =
⋅

−=−= DHDCCH  (од.). 

  2) 15211579757921
16

21 =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⎟
⎟
⎞

⎜
⎝ =

=∆

c
pCDB  (кв од.); 14

4212

⎟
⎠

⎜
⎜
⎛

=
==

= b
Pa

S .

2
157

12
152122

2 =
⋅

== ∆

CB
SDH CDB  (од.);        

2
17

2
15716

2

2
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=CH  (од.). 

  3) ; ACDH ⊥1 ABCDH ⊥ ;  – проекція1HH  1DH AC⊥ . , а отже HH1

Аналогічно ;  – прямокутник CBHH ⊥2 CHHH 21  ⇒  
5
28

12 ==CHHH  (од.); 

  4) ;90:2 °=∠HDHH  ∆ 2
2

2
2 HHDHDH −= ; 

)3446,12(
10
3117

100
1523928157 22

≈=⎞⎛⎞⎛
 (од.). 

52
=⎟

⎠
⎜
⎝

−⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=DH

  5) HSV оснmp ⋅=
3
1 ;   301

==  (к .од125
2
1

2
⋅⋅⋅⋅= CBACSосн в .).; 

44634,1233117
10
311730

3
1

≈=⋅⋅=mpV  (куб.од.). 

2 спосіб. Об’єм піраміди HSV оснmp ⋅=
3
1 . Використаємо метод координат 

( 090=∠ACB ): нехай поча координат співпа  ток дає з точкою C , вісь абсцис 
напрямлена від точки C  C   A ,  точкидо вісь ординат – від  до B , вісь аплікат – 
перпендикулярно до площини ABC , тоді координати точок );0;0;0(C  );0;0;5(A  

);0;  );( z12;0(B ;yxD ; z  – відстань від точки D  до площини ABC , а тому є 
 піраміди. Врахуєм умову задачі, отримаємо: висотою о 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ =+ ,162 yx ++ 22 zy

=++

=++−

−⋅+

,14)12(
,15)5(

)1(

2222

2222

222

zyx
zyx

z

     
,20424

,5610
,1622

y
x

x
   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=−

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−−±=

=

=

,16
2

17

,
5
28

222 yxz

y

x

 
−



 
 

91

звідки знаходимо 311
10

.   А тоді висота 7
±=z 311

10
zH  (од.), площа7
==  

основи (прямокутного трикутника) 30125
2осн

1
=⋅⋅=  (кв.од.).; і об’єм   S

44634,1233117
10
311730

3
1

≈=⋅⋅=mpV  (куб.од.). 

 
11 (7 балів). Знайти об’єм трикутної піраміди ABCD, якщо 13=AB , 

C .9=D  

 див. поп едн адач

,12=AC  ,15=AD  ,5=BC ,6=BD  

Розв’язання: (метод координат) ер ю з у. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

,24

,
,0

y
x

 

Відповідь: 

±

7

z

2402430
3
1

=⋅⋅=mpV  (куб.од.). 

 
11 (7 балів). Знайти об’єм трикутної піраміди ABCD, якщо 13=AB , 
,5=  ,19=AD  ,12=BC ,20=BD  .16=CD  AC

У позначеннях попередньої задачі. 
⎪
⎩

⎪
⎨

±=

=

,38

,0

z

y  

Відповідь: 

⎧ −= ,8x

3803830
3
1

=⋅⋅=mpV  (куб.од.). 

 
10 (4 бали). Нехай .1222 =++ zyx Знайти найбільше і найме ше

 .42 zy

н  

значення виразу x +  

1 спосіб

+

: Рівняння прям ї l , що
проходить через початок координат 
перпендикулярна до сім’ї площин

о  
і 
 

czyx =++ 42 :         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

.40
,20
,10

:
tz
ty
tx

l  

Параме перетинів зі сферою 
1)4()2()( 22

три 
2 =++ ttt , звідки 121 2 =t  або 



⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨ −= ,2
21

y   

⎧

−=

−=

,
21
4
21

,1

z

x

21
1

21
1

−=±=t інімум отримуємо при . М t чці  в то
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 21
21

21)
21
4(4)

21
(2

21
)42( min −=−=−+−+−=++ zyx Максимум – 21 .  

при 
21
1

=t ,  в точці ⎟
⎠
⎞⎛ 421

⎜
⎝

;
21 21

;
21

   21)+ z . 42( max =+ yx

2 спосіб: Викорис і-Бутаємо нерівність Кош няковського:  

21121421), z,()4,2,1(42 222222 =⋅=++⋅++≤⋅=++ zyxyxzyx , а тоді  

214221 ≤++≤− zyx 21  д гається, якщо . Максимум ося 0
421

≥=
zyx , 

= ,1
y

kx
і вираз 22

== k

звідки маємо систему 
.4
,2

kz
k  А тод

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
= 12 =++ z  перетво

2 k . Звідки

yx рюється у  

2()( 22 =++ kk 1)4()  
21
1

+=k  і точка, в якій досягається максимум, –  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

21
421 .  21−  отримаємо;

21
;

21
Аналогічно, мінімум , якщо 

0
421

≤=== kzyx , а тоді 
21
1

−=k  і точка, в якій досягається мінімум ,–    

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

21
4;

21
2;

21
1 . 

 
0 (7 балів). П’ять ребер трикутної піраміди однакові і дорівнюють 2 

см. Як
, крім 

1
ого найбільшого значення може набувати об’єм такої піраміди? 

Нехай всі ребра AD , мають 
фік весовану личину 2 см, K  – середина 

BC . BCDK  і AK  ⊥ 3== AKDK , . 
Отже овести че, якщо пр рез точку K  
п α , перпендикулярну до ребрлощину а 



BC , і побудувати в ній коло ω , то найбі ільша відстань в д точки D  до площини 

ABC  дорівнює 3 , коли AKDK ⊥ . Тому, 133
3
1

max =⋅=V  (см

 
, 

її  
дорівнює 6см. 

Оскільки ко ь  
в центр о а.  

В , 

висота, 

3). 

11 (4 бали). Основою трикутної піраміди є трикутник зі сторонами 6см
5см і 5см. Знайти висоту піраміди, якщо кожне  бічне ребро

 всі бічні ребра одна ві, то висота проектуєт ся
писаного кол
основі – рівнобедрений трикутник (сторони 6, 5, 5)

проведена до основи  6 см: 4352 −=оснh  (352 −=оснh  (2 = см); 2 = см); 

1246
2
1

=⋅⋅=оснS (см2); 
8
5

124
65

4
25; =

⋅
⋅⋅

=R=
S

abcR (см). 

888 2 ==⎟
⎠

⎜
⎝

(см). 

піраміди паралелограм, сторони якого 16 і 22. 
стань ві  вершини піраміди о центра основи 4. Знаючи

732325)86(256
222

2 ⋅−⋅⎞⎛−=пірh

 
11 (4 бали). Основа  – 

Від д  д , що довжини бічних 
ребер  

Нехай 

 виражаються непарними послідовними числами, знайдіть довжини бічних
ребер піраміди. 

4;22;16 === SOADAB .  

 синусів: 
;221616: 22 ACosBDD ∠⋅
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За теоремою ко
2AB 222 ⋅⋅−+=∆  

DCosACC ∠⋅⋅AD ⋅−+=∆

osAC ∠

221622216: 222  або 

C A⋅⋅⋅++= 221622216 222 . Звідки  

( ) 148022162 2222 =+⋅=+ ACBD . 
SO медіана BSD– ∆  і ASC∆ , 

( )( )2222 2
4
1 acbma −+⋅= .  Тоді ( )( )2222 2

4
4 BDSDBS −+⋅⋅  та1

=  

( )( 2222 2
4
14 ACSCAS −+⋅⋅= ). Додавши п е о: очленно та спростивши, матим м

( ) ( )2SC2222 2128 ASSDBSACBD . Врахуємо, що 148022 =+ ACBD , ++⋅=++ +2
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а тоді 804
2
148082222 =

12 +
=+++ SCASSDBS . За умовою бічні ребра 

вираж  ами, томуаються послідовними непарними числ  маємо: 

804)32()12()12()32( 2222 =++++−+− nnnn , а тоді 

Умову задачі задовольняє , а тоді бічні ребра –  

⎢
⎣

⎡
=
−=

⇔=
.7
,7

78416
2

12

n
n

n  

 7=n 32;12;12;32 ++−− nnnn  

трішніх кутів 
трикутника к , 
утворюють кут 55о. Знайти всі внутрішні кути  трикутника.. 

Нехай прямі  - бісе  - точка перетину бісектрис. Тоді кут 

дорівнюють 17;15;13;11 . 

 
10 (7 балів). Прямі, на яких лежать дві бісектриси вну

ут 40о, а прямі, на яких лежать дві його висоти

ктриси, 

 утворюють 

11;CCAA L

ALC  не може бути 40о, бо з ALC∆  сума двох 
 к тни а ла б р вн  

і 
інших утів трику к бу і ою 140о, а
тод сума двох кутів ABCCA ∆∠∠ ;  була б

рівною 280

 

 о. Тому кут  0
1 40=∠ LCA . Для

ALC∆  цей тому 

40 ⇒= BAC ,  

тоді

кут є зовнішнім, а 

80=∠+∠ LCALAC а00 ∠+∠ BCA

 .1000=∠ABC   
Нехай прямі  - висоти 222 ;; CCBBAA

ABC∆ , H  - точка перетину висот. Тоді в чотирикутнику 22BCHA  кути
0100  як кут, вертикальний до 

 

2 90=∠=∠A , кут =∠ BCA0
2C 22 ABC∠ . Звідси

ів 4-к

 

маємо:  (сума кут о .  и  

, тому кут між інши а отами дорівнює умовою 

задачі). Нехай це кут ∠ HBC з т   

визначаємо кут 901801

0
22 80=∠ HCA утника 360 ) А це є кут між в сотами

ми двом  вис 55о (
055= . Тоді  прямоку ного трикутника HBC2

00 3555

за 

2  
00

22 CCiAA

, тоді кут 0352 =∠  =− як вертикальний
0000

2 55350180 =−=∠BAB , а тоді остан ій
05 = або 00 2580 =∠

−=∠  

йому і з прямокутного 9: −∆ABB н  

кут 00 255100180: −−=∠∆ BCAABC  (
2

 0 −=∠ BACBCA ). 

Відповідь: 000 100;55;25 .  
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 одне з них ділиться на 3. 

1 спосіб

9 (2 бали). Довжини сторін прямокутного трикутника є натуральними
числами. Довести, що принаймні

. Усі натуральні числа є числа виду: 13;13;3 −+ kkk . Розглянемо 

всі випадки: 
– найпр дже гіпотенуза д иостіший, а іл ться на 3. kc 3)1 =

=± ⇒±+±−±=+−=±= )1313)(1313())((;13)2 lklkbcbcbkc m;13 2al
;332 MM aNaa ⇒∈∧⇒  

=±= ⇒+±±−±=+− ))1313)(1313())((;13 mm;13)3 lklkbcbclbkc

2 спосіб

332 MM aNaa ⇒∈∧⇒ .  

. Нехай усі сторони щ  
три. Тоді вони мають вигляд

 є натуральними числами, о не діляться на
 113 3; −+ kk  (тоб ь 

ипадку сума тетів при  дає

то при діленні на три дают остачу 

1 або 2). Оскільки в такому в  квадратів ка  діленні на три  
остачу 2: 

22222 3(3)13()13( )3(mod22)232 2 ≡+±+±=±+±=+ lklkba  

d2

lk , а квадрат

гіпотенузи –  1: (mo11)23(3)13( 22 )3≡+±=±= mmmc приходимо до

суперечності, а тому принаймні одне з ч сел ділиться на три. 

,  

и

9 (2 бали).  Дов
дорівнює сумі діаме

емо значення (дивись рисунок),  
то

 
ести, що сума катетів прямокутного трикутника 

трів описаного і вписаного в цей трикутник кола. 
Введ  по

ді катети ; ;rybrxa +=+=  гіпотенуза ;yxc +=  

діамет описаного кола дорівнює гіпотенузі р cR =2 , з 
цих співвідношень отримуємо: 

.222)( rRbaryxryrxba =+⇒ +++=+++=+  

 

9 (4 бали). Визначити кути прямокутного трикутника, якщо ,
5
2

=
R
r  де 

 – відповідно радіуси вп а описаного кіл. 

1 спосіб.

исаного тRr,

 

⎪
⎪
⎩ += 222

2
a

⎪
⎨

−+
⇒==

2
5

2
1

bc

cbarrcR  
⎪
⎧ = 5rc

=

⎪
⎪
⎩ += 222

5
bac

⎪⎪
⎨

⎧

=

=−+
1

2

cr

rcba

 
⎪⎩

=+ ba
⎪
⎨
⎧ +=

c

bac

5
7

222
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

25
49

=+

=+

222

22)(

cba

cba
  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ = c242 2

=+ cba

ab

5
7

25   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ = cab 12 2

=+ cba
5
7

25 ,  

скори а я: стаємося теоремою Вієт , тоді – корені квадратного рівняннba,  

0 ;
2

5
1

5
7 cc

t
±

=  
2525

48
25
49 ccD = ,  

2
22 c =−

25
12

5
7 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎠
⎞

⎝
ctc ,  2 ⎟⎜

⎛−t 2,1

 ;
5
3;

5
4

21 ctct ==  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎨ 3si

5

B

c   або 
⎪
⎧

=

==

.
5

n

;4sin aA

⎪
⎪
⎩

⎪
⎨ 4

5    Кути 
⎪
⎧

=

=

.
5

sin

;3sin

B

A

5
4arcsin;

5
3arcsin . 

2 спосіб. 
5
2

5
2;

2
;

2
=

−+
⇒=

−+
=

c
cba

R
rcbarc ; так як=R   ;αa sin=

c
 

αcos=
c
b , матимемо 

5
7cs n

5
21c s

5
=+⇒=+ ααα

ccc
a . osiosin2

−⇒=−+ αcb

Розв’яжемо тригонометричне рівняння, поділивши на 2  ліву і праву частини, 

врахуємо, що  
4

sin
4

cos
2
2 ππ

== , отримаємо  

25
7arccos

425
7

4
cos +=⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

παπα . 

ш  
вони однакові: 

Зауваження: отримали, на пер ий погляд, іншу відповідь. Покажемо, що

=⎟
⎞

⎜
⎛⋅−⎟

⎞
⎜
⎛⋅

7arccossins n7arccoscoos ππ  
⎠⎝⎠⎝

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

254
i

25
s

4
c

25
7arccos

4
coscos πα

5
3

10
1

10
7

25
1

2
2

102 ⎠
7

5
1

2
2

25
7

2
2

=−=⋅−⎜
⎝
⎛−⋅−⋅=

7 2

=⎟
⎞

5
4sin =⇒ α  (відповідь 

співпадає з відповіддю першого способу розв’язання). 
 
11 (4 бали). Написати рівняння ко вколо , 

утвореного прямою
ла, описаного на  трикутника

 063 =+− yx  та осями координат. 



( ) ( ) ( )6,0;0,0;0,2 BOA −  вершин трикутника

координа

 – координати . 

Центр кола лежить на середині гіпотенузи АВ трикутника і має такі 

ти: ( )3,1
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1 −O тоді,  1031 2
1 =+== OOR . Звідси 

отримаємо рівняння кола ( ) ( )3 2 =−+ y 101 2+x . 

 
9 (4 бали). В площині ABC∆  знайти точку, сума 

квадр відстаней якої до
найменшою. 

атів  вершин трикутника є 

1 спосіб. Як відомо, точка перетину медіан є центром 
мас трикутника. Нехай M  – точка перетину медіан ABC∆ , 

тоді 0=++ MCMBMA , звідси для довільної точки X :  
 

( ) ( ) ( )
( ) .32

3
22

222222

MAMCMBMAXM
XMXMBXMMAXMXCXBXA

++++

++=++  

Сума 22

22222

2

MCMBMAXMMCMB
MCM

+++=++

+=+++

2 MCMBMA ++  є сталою і не залежить від положення точки X  у 
площині, тому вираз набув найменшого я, е

перетворюється в н

ає  значенн коли п рший доданок 

уль, тобто MX ≡ , от е 22ж , 2 XCXBXA ++  набу ає 

найменшого ачення, коли 

в

зн X  – точка перетину 
. медіан

2 спосіб (метод координат). Допоміжна вправа: 
дано координати ве утникаршин трик  :ABC  
( ) ( ) ( )212121 ;,;,; ccCbbBaaA . Визначити 

точки

координати 

 M  перетину медіан.  
:  Вказівка запишіть координати середини 

відрізка −AB точки 1C  і користайтесь тим фактом, с

що точка M  ділить відрізок у

Відповідь: 

 1CC   відношенні 1:2 . 

⎟
⎠
⎞+++ bac . ⎜

⎝
⎛ +

3
;

3
222111 cbaM

Розв’язання. Виб р мокутну с т динат, н
точок 

е емо пря ис ему коор ехай координати 
) ( )( ) ( ( )yxMyxC ;,;, . Тоді потрібно знайти yxByxA ;,; 332211 найменше 

значення 222 MCMBMAd ++= ;  



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−+−+−+−= 2
2

2
1

2
1 yyxxyyxxd =−+−+ 2

3
2

3
2

2 yyxx  

( ) ( ) ( ) ( )=+++++−++++++−= 3
22

2
2
1321

2 23 yxxxxxxx 2
2

2
1321

22
3 23 yyyyyyyx  

( )213

2
32 ,,,,,

3
yyyxxxq+⎟

⎠
⎞ , де  

у очки ,

321
1

2
321 3

3
3 yyyyxxxx ⎜

⎝
⎛ ++

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

−=

 - деякий вираз, що не залежить від вибор  т( )321321 ,,,,, yyyxxxq M  а тільки 

від заданих точок ( ) ( ) ( )332211 ;,;,; yxCyxByxA . Очевидно набуває найменшого 

що перші два доданки дорівнюють лю, а тоді: 

 d  

значення, як ну

⎟
⎠

++

3
; 321

1 xx

 - т перетину діан ⎞
⎜
⎝
⎛ ++++

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
=

=

3.
3

,
3 321

321

32

yyyxxxMyyyy

xx
очка  ме

ABC∆ . 

що центр описаного кола , ортоцентр 
 
10 (7 балів). Довести,  О H  (то

перетину висот)  і точка перетину
чка 

  медіан  M  будь-якого трикутника  
на одній прямій (прямій Ейлера). 

 лежать

( )0;0A , ( )0;1B , ( )00; yxC , 00 ≠y . Тоді 

( )OCOB ++
3

. OAOM =
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
;

3
1 00 yxM  – точка

ину медіан.  

Серединний перпендикуляр до 

 

перет

AB : 

 
 

98

2
1

=x , тоді 

⎟
⎠

⎜
⎝

′yO ;
2

. ⎞⎛ 1

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′−+⎟
⎠⎝ 2
⎞

⎜
⎛ −

′

.1

;

2
0

2

0
2 yyxCO

AO
    

+=
4
1 22 y

=
( ) 22

0
2
00

2
0 4

12
4
1 yyyyyxx ′+=′+′−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ; 

02y
0

2
0 x− . Тод

2
0 yxy +

=′ і ⎟⎟
⎞−+ 0

2
0

2
0 xyx .  

⎠
⎜⎜
⎝

⎛

0

;
2
1O

2y

Оскільки H  – лежит  на перпендикулярі до ь ( )0;1=AB ,  через
то ( ) ( ) 00 001 xxyyx

що проходить  
) , x( 00; yxC 0 H=⇒=−⋅+−⋅ . Оскільки  – лежить на 



( )перпендикулярі до 00

)00

; yxAC = , що проходить через , то 

010

( )0;1B

( ) (  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

0

2
00

0; y
xxxH
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=−⋅ yy 000+−⋅ xx ; 2
0 =⋅+−x yyx ; 

0

2
00

y
xxy −

= .  Тоді . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−=
0

000

0

00000

6
;

623
;

23 yy
OM

⎛ +−−−⎞⎛ −+
−

+ 0
2222 331211 xxyxxyxyx ; 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−⎞⎛ + 2121 xyxy +⎟⎜ −
−

0

0
2
0000

0

2
000

3
33;

3
;

3 y
x

y
xxx ; =⎟

⎠
⎜
⎝

−= 0 3
xMH

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−−=
0

0000

0

00

0

0
0 2

;
22

;
2 yyy

xOH . 

а и пр

⎞⎛ +−−−⎞⎛ −+− 22
0

222
0 33121 xxyxxyxxx

Координ т векторів ні, а отже точки лежать н одн
2 спосіб.

опорцій а ій прямій. 
: Розглянемо наступні вправи. 

Вправа 1. Доведемо, со и 
 перетинаються в одній точці. 

що ви т
трикутника
Нехай дано: АВС∆ , ВСАН ⊥1 ; 

; АВСН ⊥ . АСВН ⊥2 3

Довести: НСНВНАН =321 II . 

точках А1, В1, С1. Розглянем
паралелограми (за побудовою В
ВС=АС1 і ВС=АВ1, то АС1=АВ1 
точка А ділить відрізок В1С1 на впіл 
відповідно відрізки А1С1 і А В . Прямі, яким

 д н трикутника А1В  
у точку – центр кола, описаного навколо трикутника 

А1В1С1. Ця точка, спільна для висот трикутника АВС, є ортоцентром Н
В

Через вершини трикутника АВС 
проведемо прямі, паралельні його 
сторонам, які попарно перетинаються в 

о чотирикутники СВАВ1 і СВС1А. Це 
ВС||В1С1; АС||А1С1; АВ||А1 1. Оскільки 

(за транзитивністю), а звідси випливає, що 
впіл. Аналогічно точки В і С ділять на

1 1  належать висоти трикутника 
АВС, перпендикулярні о сторі 1С1 в їх серединах. Отже, 
вони мають спільн

. 
права 2. Довести, о коли з ершини трикутника АВС провести 

прямі, паралельні його сторонам, то утворений трикутник В С  буде 
щ  чере в

А1 1 1

гомотетичний трикутнику АВС з центром гомотетії в точці М перетину 
медіан трикутника АВС і коефіцієнтом k=-2. 

Доведення: Оскільки В1А=АС1; С1В=ВА1; А1С=СВ1 (дивись попередню 

вправу), то В1В, А1А і С1С – медіани трикутника А1В1С1.Тому  МАМА 21 −= ; 
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МВМВ 21 −= ; МСМС 21 −= ; і трикутник А1В1С1 буде гомотетичний 
трикутнику АВС з центром гомотетії в точці М перетину медіан трикутника 
АВС. 

Вправа 3. Довести, щ АВ
описаного кола, точка М пе а
прямій (пряма Ейлера), причом

Оскільки точка Н є ц
А1В1С1, то точки О і Н відпов  ц  
коефіцієнтом k=-2, тому лежа одній прямій. 

б

о у будь-якому трикутнику С центр О 
ретину медіан і ортоцентр Н н лежать одній 
у 2ОН=МН. 
ентром кола, описаного навколо трикутника 
ідно гомотетичні при гомотетії з ентром М і 
ть на 

3 спосі AC  та A.  - середини сторін Нехай B  11 i C B , відповідно, е  

описаного кола, 

O  - ц нтр

M  - точка перетину медіан, H - 
о ц трто ен р. Оскільки ABABOC ⊥CH⊥ i1  

. А н рі 1 , 

д  лінія

, тому

налогіч о, BHOB ||1 , к м того BCC ||1

бо 11CB  - сере ня  

CHOC ||1 B

ABC∆ . Звідси випливає, що

OCB 11∆  гомотетичний BC

 

H∆ . Прямі OHCCBB ,, 11

перетинаються в одній точці, а саме точці 

 

M  ( 11,CCBB - 

медіани). Звідси 
2

==
BCMH

. 

 
11 (4 бали). Ребра 

111CBOM

AB, AC , AD  чотирикутної піраміди ABCD – взаємно-
перпендикулярні. Довести, що центр сфери, описаної навко  ABCD, ло лежить на 
прямій, що з’єднує вершину A  з точкою перетину медіан трикутника BCD. 

Неха (й )0, ; 0,0A ( )0,0,bB ; ( )0,,0 cC ; ( )dD ,0,0 . M  –
точка перетину медіан трикутника BCD. Тоді вона має
такі координати

 
 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++

3
;

3
;

3
,

3
00;

3
0;

3
00 dcbMdcbM . 0

Визначимо координати центра сфери: запишемо 
рівняння площини 1Π , перпендикулярної до AB , що 

проходить через середину відрізка AB : ( )0,0,0A ; ( )0,0,bB  ( 1Π 0; =xACD ), тоді 

середина AB : ⎟
⎞

⎜
⎛ + 0;0;0b , рівняння площини 1

⎠⎝ 2
Π : 

2
bx = ;  
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2Π : 
2
cy =  ( ACсерединучерезAC,⊥ ); 3Π : 

2
dz =  ( ADсерединучерезAD,⊥ ), а 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
;

2
;

2
dcbOтому центр сфери .  

А, отже, точки 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞.

2
,

2
, dc

од ій прямій. 

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

;
3

,
3

,
3

;0,0,0

bO

dcbM

A

 – лежать на н

 

. 
10 (7 балів).  Площа чотирикутника дорівнює 1м2, а периметр – 4м. 

Довести, що чотирикутник обов’ зково є квадратомя
Нехай ABCD  – даний чотирикутник, 
aAB = , bBC = , cCD = , dDA = . 

З нерівності ( )2 0≥− yx  легко видно, 

що ( )
4

yxxy ≤ . 21
+

2
sin

2
1 cdBsin

2
11 cdabDabS +

≤∠∠= . 

Анало

= +

гічно, 
2

adbc +1≤  . Додавши дві останні нерівності отримаємо: 

( )( ) ( ) 2
8

16)()(
8
1

2
2 ==+++≤

++ dbcadbc . Рівність можлива, по-перше, 

коли всі кути прямі, а також при умові, що dbca

2 ≤ a

+=+ , але ca =  і db = , тому 
a 22 = b , ba = , тобто маємо прям ,  якого всі сторони рівні, тобто 

квадрат. 
 

10 (4 бали).  Нехай O  – точка на медіа

окутник

ні 

у

AM  
тника трику ABC Прямі BO.  і CO  перетинають 

AC  і AB у точках N  і K  відповідно. 
кутників OC

сторони 
N  і OKA Відомо, що иплощі тр однакові. 

Довести, що O  – точка перетину медіан трикутника 
ABC . 

Прямі AM , BN , перетинаються в одній 

точці, тому о

CK  

за е ремою Чеви: т 1=⋅
BKCMAN , але ⋅
KAMBNC
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MBCM = , тому 
KB
AK

NC
AN

= , звідки ABNK . Нехай h  – відстань між пря ими м

тNK  а AB , тоді OAKOCNKB SSKhS ==⋅=
2

, O N1 AKOEKBOE ⋅=⋅
22

, 11 AKBK = , 

де через E  позначено проекцію точки O  на пряму AB . Отже, CK  – медіана, а 
у медіан. тому точка перетин

 
10 (4 бали). Чи існує т т м 1

бічні сторони 8 см і 6 см

 O  – 

рапеція, основи якої дорівнюю  і 1 см, а 
? Відповідь обґрунтуйте. 

ь 9 с

Нехай ABCD  – дана трапеція. 11=AD , 
8=AB , 9=BC , 6=CD . Побудуємо н  

основі то
а

чку K  так, що ABCK , тоді ABCK  
– паралелограм, 

2911 =−=−=−= BCADAKADDK , 
оскільки, 8== ABCK , 6=CD , то для 

 нерівність  CDCDK∆  порушується  DKCK < +трикутника . Тобто
. 

 такої 
трапеції не існує

 
11 (4 бали

дорівнює 6, а інша утворює кут з основою. Зна довжину середньої лінії 
). Діагоналі трапеції взаємно перпендикулярні. Одна з них 

трапеції. 
Нехай 

 °30  йти 

ABCD  – трапеція, точка 
ал й, °

 дана  – 
перетину е

O
діагон =∠ 30 , адже BCA

ADBC . BOBC 2= , DOAD 2=
середньої 

, звідки 
довжина лінії: 

62
==+

2
2

2
=

+
=

+ BDDOOBOBCAD . 

о площі не ви ує 

BDO

 
9 (4 бали). Довжина кожної сторони трикутника не перевищує 1. 

Довести, що квадрат йог  пере щ
16
3 . Коли досягається з ак 

рівності? 

н

Нехай α  - найменший кут трикутника. Тоді 0
0

3
60180

=≤α  і площа 

трикутника: 
1622

гає ься при 

3
4
33111sin

2
1 2 ≤⇒=⋅⋅⋅≤⋅⋅⋅= ScbS α . Знак рівності 

дося т ABC∆⇒⎪
⎨

;3sin
 - рівностор

cb

⎪⎩

⎧

=

==

2

;1

α
онній із сторонами 1. 



9 (4 бали). Дано коло радіуса R . В нього вписано три однакових кола, 
кожне з яких дотикається до двох інших. Знайти радіуси 
цих кіл. 

Нехай x  – радіус цих кіл. xRAOOAOO −=−= 11

рівностороннього 
 – 

радіус описаного кола для . 

Оскільки 

321 OOO∆

xBOBOOO 23232 =+= , маємо 
3
32

1
xOO = , 

звідси ⇒−= xRx
3
32

323
3
+

=
Rx . 

 
11 (4 бали). Сторони AB і опуклого чотирикутника CD  ABCD рівні 

між собою. Довести, що прямі AB і CD  
утворюють рівні кути з прямою, з’єднує 
середини

що 
 BD  і AC . 

Нехай KFE ,,  – середини відрізків 
BCBDAC ,, , відповідно. Оскільки 

KFCDABEK ===
2
1

2
1 , то KFEKEF ∠=∠ , але ABEK , CDKF , звідси 

випливає потрібне твердження. 
 
10 (4 бали). Довести, що площа правильного восьмикутника дорівнює 

добуткові його найкоротшої і найдовшої 
діагоналей. 

Враховуючи осьову симетрію легко 
бачити, що ACBF ⊥ , BFAG  ( GFAB = ), 

побудуємо дотичні до описаного  
восьмикутника в точках і 

 кола
F  B  і в перетині з 

прямими AG  і EC  побудуємо прямокутник 
. НехайKMNP  S  – проекція точки H  на пряму 

AG . HSGGPF ∆=∆  ( GFHG = , 

PFACAGSG ===
22

). Звідки 

площі прямокутника KMNP, 

легко видно, що площа восьмикутника дорівнює 

тобто ACBFPNME ⋅=⋅ . 
 
11 (4 бали). Чи можуть всі діагоналі опуклого шестикутника бути 

рівними за довжиною. 
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тоді рівнобедрені 
спільна сторона, 

Припустимо, що це можливо, 
трикутники FCE  та FBE  рівні ( FE  – 

ECFCBEFB === ), тоді ∠=але CFEBFE CB ≡∠ ,  – 
 

при більшій основі, а одна з бічних сторін дорівнює 2. 
Враховуючи властивість різносторонніх 

суп Ні, не .еречність. можливо
 

10 (4 бали). В яких межах може змінюватись 
периметр трапеції, у якої діагоналі – бісектриси кутів 

 
кутів, маємо: BACCADBCA ∠=∠=∠ , 

2== ABBC . Аналогічно 2=CD . 2=> BCAD , 
тому 824 =⋅>P . За нерівністю многокутника: 

6=++< CDBCABAD , 126 =+23 ⋅<P .  
Отже, ( )12;8∈P . «Лівий» кінець досягається коли «зсувати» точки A  та 

D  до граничного положення, коли A 2=D . Для правого кінця  
зсув

потрібно
«ро ати» точки A  та D  до граничного положення, коли ADCB ∈, . 

 

11 (4 бали). Довести, що сума відстаней від довільної 
точки простору до всіх вершин одиничного куба не менша 

від 34 .  
Обчислимо діагональ куба:  

2 2 2
1 1 3AC AD DC CC= + = .  

Розглянемо

+

 суму відстаней від довільної точки простору X  до усіх 
вершин одиничного куба та врахуємо нерівність рикутника, отри т маємо:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 11
4 3XA XC XB XD XC XA XD XB AC BD CA DB+ + + + + + + ≥ + + + = . 

 

11 (4 балів). Поверхня кулі дотикається координатних площин та 
площини 342 −++ zyx 027 = . Знайти центр 

вписаної
 
Нехай 

 кулі. 

( )xxxQ ,,  – ц исаної кулі. Точки 

і лежать по один бік від площини 

42

ентр вп

Q  O  

0 027030402 <−=⋅+⋅+⋅273 =−++ zyx , причому , 
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враховуючи відому формулу відстані від точки до площини отримаємо: 

29
927

342
27342

22

xxx ++
2

xx −
=

++
−

−= , 
929

27
+

=x , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+++ 929
27;

929
27;

929
27Q . 

 
11 (7 балів). Довести, що ( )acbcabcba ++<++ 2222

довжини сторін трикутника. 
За нерівністю трикутни

, якщо  – 

ка: 

cba ,,

cba <− , acb <− , bca <− . Піднісши ці 

нерівн р аємо:  
2222 )2 cbacac  

acbcabcba ++<++⇔ 2222

 
11 (7 балів). Знайти висоту конуса найбільшого об’єму, вписаного в кулю 

радіуса . 
Нехай висота дорівнює

ості до квадрату, та додавши, от им

⇔++<+−++−++− 22222 ()2()2( acbcbbaba

( ) . 

 R

 x . Розглянемо переріз, який 
проходить через вершину S  і центр кулі . З O AOK∆ : 

( ) 222222 2 xxRxRROKOAAK −=−−=−= , звідки 

( )xxxRV 22
3
4

−= π . У випадку коли ASB∆  – тупокутний, 

б’єму т

, 

вираз для о акий самий (перевірте!). 

( ) ( [ ] ( )) 020 == RVV Rx 2;0∈ , ( )44 xx =′ π , 23
3

xRV − ( ) 0=′ xV 0= при x  або 

3
4Rx = , тоді 2

⎝
, е значен я є альним. 

 
еру радіуса R  вписа  конус найбільшого з можливих 
об’єму. Визна

22

27
32

9
16

3
8

3
4 RRRV ππ =⎟

⎠

⎞
⎜
⎛ −= ц н максим

11 (7 балів). В сф но
чте площу поверхні цього конуса. 

Нехай R  – радіус кулі, r  – радіус основи конуса, 

висота конуса дорі нює в  xR + . Об’єм ( )xRrV += 2

3
1π ; 

22 xRr −= , а тоді  

( )( ) ( )3223

33
1 RxRRxxxRV ++−−=+= 22 Rx−

ππ ; 

похідна 
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 ( 2 23x −−π )2

3
1 RxRVx +=′ ; 

3x 0 RxV =⇒=′ . Так як при 0
3 ⎠⎝

x;0 >′⎟
⎞

⎜
⎛∈ VRx  і при 

0;
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ xVRx <′R , то при 

3
Rx =    V  досягає максимуму. Висота конуса x

дорівнює 
3

4RxR =+ , радіус основи 2
3

2
3

2
2 RRRr =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= . Тоді п  

поверхні онуса ),(

лоща

к lrrS += π де твірна 

6
3

2 , а т ді площа 
9

8
3

4)(
22

22 RRRrxRl =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=++= о

( )31862
3

22
3

2 2

+=⎟
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅=

RRRRS ππ   (кв.од.). 
93

2
⎠

9 (7 балів). Початок координат і точка перетину прямої 
 

2+−= xy  з 

о коордсями инат визначають AOB∆ . Знайти 
 до вершин цього 

трикутника була б найменшою. 
Розв’яжемо ачу для довільного 

точку, для якої сума відстаней
 
 зад

трику і за . 
Повернемо за годинниковою стрілкою навколо точки С на кут 60о, 
отрима M

тника, всі кути якого менш °120
BMC∆  

ємо точки  та B . Тоді M1M 1 MC=1 , , BMBM =11 тому 

B MBMCAMBMMMAMA ++=++≤ 111 , причому рівність можлива лише 

коли , 
1

11, ABMM ∈ °=°−= °∠=∠ 12001811BCMBMC , 60

°=°−°=∠ 12060180AMC , а тому °=∠ 120AMB . Така точка M  носить назву 
точки Торі

 випадку маємо рівнобедрений 
прямокутний трикутник 

челлі і визначається однозначно.  
У нашому

AOB , ( )0;0O , ( )2;0A , ( )0;2B , 
нехай K  – проекція точки на пряму O   AB . Відкладемо

д ку точку 
 

на ві різ OK  C  так, щоб CBK °30 , тоді =∠
°=∠+°=∠ 12090 ABCOCB , °=∠ 120OCB , C  – точка 

Торічеллі для AOB∆ 2=OK , 
3
6

3
23

3
3

=
⋅

== KBCK , 
3
62 −=OC. . 

Нехай ); , тоді ⎟⎟
⎞

⎜
⎛

−−
31;1C . 
⎠

⎜
⎝ 33

3
3
31−=x ,  (xC x  

3
62 − , 2 =x
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б
ре є

 куба  
Побудуємо точки 

11 (7 алів). Довести, що існує пряма, яка 
пе тина  усі три прямі, на яких лежать ребра 
AB 111 ,, DDCB  1111 DCBABCDA .

E  і так, щоб F  
DDFDABBE 11

 
, == , тоді 

 
 

111111 FCCDDDBEBEB =+=+= , адже B DDBB = , 11

11CDAB = . Отже,  - паралелограм, тобто FECB 11

 середина відрізка . 

10 (7 балів). Нехай 

 11CBдіагоналі EF  належить
 

DCBA ,,,  - такі 
точки на площині, що 5=AB  см, 24=BC  
см, 5=CD  см, 130=AD  см, 7=AC  см. 

ти довжину BD . 
Розглянемо ABC∆ : покладемо 

Знай

α=∠BAC  і запишемо  косинусів:  теорему

ACAB
BCACAB

⋅⋅
−+

=
2

cos
222

α , 

( )
5
32475

222 −+
752

cos =
⋅⋅

=α  (кут α  гострий, бо 0cos >α ), тоді 

5
4sin,cos1sin,0sin 2 =−=> αααα . 

Розглянемо DAC∆ : нехай β=∠DAC , з теореми косинусів: 

( ) 01157130cos
222

>=
−+

=β  (к
ACAD

DCACAD −+
=cos

222

β , 
⋅⋅2 1307130 ⋅2 ⋅

ут β  гострий), 

тоді 
13

sinsin =β
0

3,0>β . 

Розглянемо DAB∆ : тоді βα +=∠DAB , застосу м
авши 

є о теорему косинусів, 
попередньо отрим ( ) βαβαβα sinsincoscoscos ⋅−⋅=+ , 

0
1305
21

130
3

530
⋅−∠DAB 4

1
11

5
3cos >=⋅=  (кут DAB∠  гострий), тоді 

( ) 113113
1305
21513025130 222 =⇒=⋅⋅⋅−+= DBDB (см) (відповідь). 

Перевірка: проаналізувавши сторони усіх 
трикутників, робимо висновки про вигляд 
трикутників: ABC∆  - гостр й (квадрат 
найбільшої сторони менш
двох інших н), 

окутни
ий за суму квадратів 

сторі ACD∆  - тупокутний, 



DAB∆  - гострокутний,  - тупокутний. А тому перевіркою є те, що сума 
площ трикутників 

BCD∆
ABC∆ ; ACD∆ ; DCB∆  дорівнює площі DAB∆ . Перевірте 

са : 2), 5,0  (см2), 
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мостійно 14 (см=∆ABCS =∆ADCS 1 2=∆DCBS  (см2),  (см2). 

 
9 (7 балів). Нехай 

5,26=∆ABDS

A 13=B  с - такі точки на площині, що м, DCBA ,,,
145=BC  см, 25=CD  см, 27=AD  см, 6=AC  см. Знайти довжину BD . 
Відповідь: 365=DB (см). 
 

11 (4 бали). Нехай DCBA ,,,  - такі точки на площині, що 5=AB  см, 
17= 10=CD  см, 25=AD  см, 4=AC  см. Знайти довжину BDBC  см, . 
Відповідь: 41=DB (см). 
 
10 (4 бал ). Нехай Dи CBA ,,,  - такі точки на площині, що 4=AB  см, 

7=BC  см, 21=CD  см, 3=AD  см, 32 3=AC  см. Знайти довжину BD . 
Відповідь: 72=DB (см). 
 

). ехай 11 (4 бали Н DCBA ,,  - та і точки а площині, що 3, к  н =AB см,  
11=BC  см, 10=CD  см, 22=AD  см, 23=AC  см ину BD. Знайти довж . 

3
1027 +Відповідь: =DB (см). 

 
11 (7 балів). Нехай ABCD - опуклий чотирикутник. З’ясувати, чи 

можливо, щоб смAB 5= , смBC 24= , смCD 5= , смAC 7= . 
Нехай βα =∠=∠ ACDBCA , . Враховуючи 

теорему косинусів, маємо: 25cos2564932 =−+ α , 

 тоді
2

1cos =α , 
4
πα = ; 130cos702549 =−+ β , а тоді 

5
4cos −=β . Врахує о основну тригонометричну 

тотожність, отримаємо 

м

5
3sin =β . 

А тоді ( ) 0
5
3

2
1

5
4

2
1cossincossinsin <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=⋅+⋅=+ αββαβα . 

, °>+ 180βα , ABCDОтже  – не є опуклим чотирикутником. 

можна вписати коло і навколо якого можна описати коло. Довести: якщо три 

 
9 (7 балів). Вписано-описаним називатимемо чотирикутник, у який 
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о в
ом послідовним сторонам 

ого, 

послідовні сторони одног писано-описаного чотирикутника дорівнюють 
відповідно трь
інш то такі чотирикутники рівні. 

ABCD  – описаний, тому 
ADBCCDAB +=+ , тобто dbca +=+ , 

bcad −+= . Нехай α=∠ABC , тоді 
α−°=∠ 180ADC , адже ABCD  – вписаний. 

За теоремою косинусів:  
 

( ) cos2802 2222 ,1cos2222cos ααα cddabb +ccddcACa +=−°−+==   

звідки

−+

 ( )cdab +
=

2
cosα , тепер на знайти cba −+ 22 d− 22

мож AC , то

я ть потрібн

 
ів). Вписано-описаним називатимемо чотирикутник, у який 

можна вписати коло і навколо можна описати коло. Довести, якщо сторона і 
два прилеглі кути одного вписано – описаного чотирикутника дорівнюють 
відпов ом прилеглим кутам іншого, то такі чотирикутники 
рівні. 

бто чотирикутник 

однозначно визначаєтьс  за сторонами cba , , що  доводи е 
твердження. 

10 (7 бал

, і

ідно стороні і дв

Нехай для певності αβ > . Через точку 
A  проведемо пряму паралельну BC . Нехай 

 перетинає відрізок  (у іншому 
і 

вона CD
випадку міркування аналогічні) у точц E . 
Через точку C  проведемо пряму паралельну 
до AB . Нехай во AE  (уна перетинає відрізок  

н ічні)іншому випадку міркування а алог  у точці 
F . Нехай xAB = , тоді CF = x , 

β−°=180 , α−°=∠ 180CFE . З еореми синусів для CFE  : 
( )

т маємоCEA ∆∠

β
αβ

sin
sin −

=
xEF , xCE α

βsin
sin

= . Оскільки α−°=∠ 180ADE  ( ABCD  – 

вп AED∆  аємо: исаний), β=∠AED , то αβ −=∠EA . З теореми синусів для мD

( ) ( )
⎟
⎠

⎞
⎜
⎛

+= axAD β
n

sin , 
⎝

−
β
αβ

α si
sin

sin
( )

⎟
⎞

⎜
⎛

+
− ax
β
αβ

α
α

in
sin

sin
. Тепер, знаючи 
⎠⎝

−
=DE β

s
sin

DE , можна знайти . Підставивши у рівність EDCECD −=  ADBCCDAB +=+  
( ABCD  – описаний) відомі значення AB , BC , , CD AD , тому отримаємо 
лінійне відносно x  рівняння (перевірте!), з якого знайшовши x , можна 
однозначно відновити чотирикутник ABCD , що і доводить твердження задачі. 



15
8tgarc  
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11 (4 і бали). Рівнобедрений трикутник з кутом при вершин

ортогонально проектується на площину, яка проходить через його основу.  

цією є рівнобедрениПроек й трикутник з кутом 
3
4tgarc  при вершині. Знайти 

кут  у   п
 

 між площиною початкового трик тника і площиною роекцій. 
Позначимо через x2  основу рівнобедреного 

- висоти, 
трикутника, спільну для трикутника і його проекції, через 

21; hh  βα 2,2  - кути при вершині початкового 
і п втрикутника  його роекції ідповідно. Тоді з прямокутних 

трикутників матимемо: 
1h
xtg =α , 

2h
урахуванням дани

xtg =β . З 

х в умові кутів та формул 
тригонометричних функцій половинного кута отримаємо: 

;117

cos1

15
15
8

2
1

1

==
+

⎠⎝=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== tgarctgtg

h
x α  

4
17

151

8

8

8sin

+⎟
⎞

⎜
⎛

⎟
⎞

⎜
⎛

tgarc

tgarc

15 ⎠⎝

2
1

1
5

4

4cos1

3
3
4

2
1

==
⎟
⎞

⎜
⎛+

⎠⎝=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

tgarc
tgarctgtgβ . А тоді 

4sin ⎟
⎞

⎜
⎛ tgarc

5
3 ⎠⎝

3
2 +h
x

2
14

1
cos 2 ===

hγ , і 
2

ж площиною трикутника і пло

1
1h

кут мі щиною проекцій γ=600. 

а 15 см. Довести, що 
дов
бісектрисою

 
10 (4 бали). Довжини сторін трикутника 10 см т

жина бісектриси кута між ними не більша від 12 см. Чи існує трикутник з 
  12 см? 

Розглянемо ;2;;: α=∠==∆ BACbBCaABABC  lAL =  - бісектриса кута 
.  BAC∠

Тоді з рівності площ ALCABLABC SSS ∆∆∆ +=   

маємо ααα sin1sin12sin1 lblaab += , а тоді 
222

lbaab )(cos2 +=α , звідки 
ba

ab
a

abl <
2cos2

b ++
=

α . 

Звернемо увагу, що для трикутника знак нерівності 
строгий, бо рівність можлива тільки коли 

01cos == αα . А тому 0⇒ .12
1510

5102
=

+
1⋅⋅

<l  

Відповідь: 12<l . Не існує трикутника, сторони кого 10 см, 15 см і 
риса кута між ними 12 см. 

я
бісект
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ини сторін трикутника 10 

 

 

10 (4 бали). Довж
см та 15 см. В яких межах може змінюватись 
довжина бісектриси кута між ними? 

Вказівка до розв’язання: дивись попередню 

задачу: )90;0(,cos2 00∈
+

= αα
ba

abl , а тоді 

)1;0(cos ∈α  і ⇒<<
abl 20 )12;0(∈l . 
+ ba

Відповідь: )12;0(∈l . 
 
9 (4 бали). Довести, що в прямокутному трикутнику бісектриса прямого 

 ділить кут між висотою і медіаною, проведеними з вершини цього кута, кута
навпіл. 

Доведення: Нехай у ABC∆ : кут 090=∠C , CHCGCM ,,  - медіана, 
риса бісект і висота, ві .  навколо 

пр
дповідно Побудуємо коло, описане

ямокутного ABC∆ , тоді M  - центр кола, CKM ∈ , нехай точки перетину 
прямих CHCGCM ,,  з колом - NLK ,, , 
відповідно. CKAB,  - діаметри. 

1. З рівності прямокутних трикутників 
NHBCHB ∆=∆  маємо рівність дуг BNCB i . 

2. З рівності рівнобедрених трикутників 
KMACMB ∆=∆  маємо рівність дуг KACB i . А 

тому рівні дуги BNKA i . 
3.  - бісектриса, тому рівні дуги CL
LBLA i . 

рівність дуг4. З п.2 і п.3 випливає  LNKL i . Звідки слідує рівність кутів 
LCNKCL ∠∠ i  між медіаною і бісектрисою та бісектрисою і висотою. 

 
11 (7 балів). Знайти довжину найкоротшого шляху по поверхні 

одиничного куба, що з’єднує середину ребра куба з 
точкою протилежного ребра, яка ділить це ребро у 
відношенні . 

1 спосіб
 2:1

. «Розвернемо» грані і   
таким чином, щоб вони лежали в одній  
площині. Найкоротший шлях між двома точками, як 
відомо, лежить по прямій. Нехай

 DDAA 11  1111 DCBA

 K  - проекція точки

на прямій 

 F  

AD . 
6
1

3
1

2
1

=−=−= DKEDEK , 2=FK , 



6
145

6
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тому довжина найкоротшого 12
2

2 =⎟
⎞

⎜
⎛+=EF шляху: 

⎠⎝
. 

2 спосіб.  Введемо прямокутну систему координат. Тоді 

⎟⎜ 0,0,
2

E , ⎞⎛ 1
⎠⎝

⎟⎜ − 1,1,
3

F . Нехай ⎞⎛ 2 K  - точка, яка відповідає 
⎠⎝

мінімальному маршруту EKF , ( )1,0,xK . Тоді нам потрібно 
оцінити вираз 

1 ( )
3
211
⎟
⎞

⎜
⎛ −++⎟

⎞
⎜
⎛ −==+ xxxfKFEK

2 2

+
⎠⎝

. 
2 ⎠⎝

Досліджувати цю функцію ( 10 ≤≤ x ) звичайн
ня досить важко, тому підемо інш

ими методами 
им шляхом і диференціального числен

використаємо метод Лагранжа. Нехай ax =−
2
1 , bx =−

2
( )

3 , розглянемо функцію 

11, 22 +++= babaf  при умові 

632
121

=−+−=+ xxba , 
3
2

3
1
≤−

2
11

≤≤− a , ≤b  
2

(адже 10 ≤≤ x ). Функція Лагранжа: 
( ) λ  - множник Лагранжа. ,baf 11 22 +++= ba , де 

0=
∂
∂

=
∂ FF , тому 
∂ ba

⎪⎩ +12b
⎪ = .λb
⎪
⎨ +12a  Розглянемо ф
⎪
⎧ = ,λa

ункцію 

( )
12 +a

=
ayg , вона непарна ( ) ( )( )ygyg −=−  і зростає на проміжку  [ )+∞,0 , 

( )
21

y
+

1
1yg =  (

y
дає при зрост1  спа анні і т.д.). Тому, маємо:  y  ( ) ( )bgag == λ , 

ba =  і з умови 
6

=+ ba , отримаєм1 о: 
12
1

6
145

12
1,

12
1⎛== ba . =⎟

⎞
⎜f . Залишилося 

тобто коли 

⎠⎝

 
2
1 , 

3
1

−=b  або 
3
2дослідити функцію ( )baf ,  на межі, 

2
1

−=a  або , 

або фактично 0=x  або 1 для функції ( ). Оскільки xf ( )0f  і більші за ( )1f  

6
145 , то 

6
Задачі, наведені у даній роботі, розглядалися під час роботи

145  - шукана величина. 

 з учнями 
секції «Математика» Кіровоградського територіального відділення Малої 
академії наук. 
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Вибрані теоретичні питання 
 

1. Розв’язування рівнянь вищих порядків. 
1. Рівняння четвертого степеня довільного виду 

0234 =++++ fdxcxbxax , де 0,,,,, ≠∈ aRfdcba  може бути розв’язане 
 методом Феррарі: у лівій частині залишаємо множники четвертого і третього

степенів та виділяємо повний квадрат: 

⇔−−−=+⇔−−−=+
a

x
a

x
a

x
a

xfdxcxbxax 234234  fdcb

.
42 2 a

x
a

x
aa

x
a

x ⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝

 2
22

2 fdbcb ⎞⎛⎞⎛ −−⎟⎜ +−=+⇔

Додамо у дужках лівої частини деяке число 
2
λ , щоб вираз у правій 

частині перетворився на повний квадрат, та  праву частину, 

отримаємо: 

урівняємо

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

42422

2
2

2

22
2 λλλλ

a
fx

a
d

a
bx

a
b

a
cx

a
bx . (*) 

Квадратний тричлен у правій частині перетвориться на повний квадрат, 
якщо його дискримінант дорівнює нулю: 

0
44

4
2

2

2

22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

λλλ
a
f

a
b

a
c

a
d

a
bD

 третього степеня відносно невідомої 

; звідки отримуємо 

рівняння λ  (кубічну резольвенту) 

044
3

2

22

2

2
23 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅++−

a
fb

a
cf

a
d

a
bd

a
f

a
c λλλ . Знаходимо один (будь-який) 

корінь цього рівняння і підставляємо у рівняння (*). Якщо обчислення 
виконано вірно, отримаємо і у лівій частині, і у правій – повні квадрати, звідки 
отримаємо рівність модулів, а тоді - сукупність двох квадратних рівнянь, 
розв’язавши які матимемо корені початкового рівняння. 

Приклад. Розв’язати рівняння: 02895 234 =++++ xxxx . 
Виокремлюємо доданки четвертого і третього степенів і виділяємо 

повний квадрат:  

( ) ⇔−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅+ 289

4
25

2
5

2
52 2

2
222 xxxxxx 28

4
11

2
5 2

2
2 −−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xxxx . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ 2

42
58

4
11

22
5 2

2
2

2 λλλλ xxxx . Дискримінант: 



02
44

4 =⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−⋅⎟
⎠

⎜
⎝

+−⋅−⎟
⎠

λ , звідки 329 −+− λλ11
2

58
22 ⎞⎛⎞⎛⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

λλD 23 =+λ  -  

кубічна резольвента. Корені шукаємо серед дільників вільного члена 42: 

042
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014613 −−

423291 −−
. Отже, 3=λ  є коренем. З рівняння 

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞+− 2

42
58

4
11 2 λλλ xx  маємо: 

⎞
⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

22
52 λxx

⎛ 22

4
1

2
1

4
1

2
3

2
5 2

2
2 +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ xxxx   або 

22
2

2
1

2
1

2
3

2
5

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ xxx , а тоді 

⎢
⎢ ±−

=
⇔⎢

⎣ =++
⇔

⎟
⎞

⎜
⎛ −−

5301311
2,1

2 xxxx
.  

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎝
=++

−=++

22
3

2
5

2
1

2
1

2
3

2
5

2

2

xx

xxx

Відповідь: 

⎢
⎡ ∅∈

⎡ =++ 0222 x
xx

⎣⎠ 22

.
2

53±−  

2. Рівняння четвертого степеня  виду kdxcxbxax =++++ ))()()(( , де 
Rkdcba ∈,,,,  і вільні члени задовольняють умову cba + d=+ , зводиться до 

квадратного рівнянн рно множників 
xcxbxax +⋅++ )(())(( дужок  
я після об’єднання попа

) kd =+ ) , розкриття( ) (  
( ) ( ) kcdxdcxabxbax =+++⋅+++ )()( 22 , та заміни txbax =++ )(2 : 

. Звідки отримуємо та, повертаючи  

=++ , маємо розв’язки вихідного рівняння. 
риклад. Розв’язати рівняння: 

( ) ( ) kcdtabt =+⋅+ 2,1t  сь до заміни

2,1
2 )( txbax

П . 12)7()6()3()2( =−⋅−⋅−⋅− xxxx
 Вільні член ,9−и задовольняють умову: )6(3)7(2 =−+−=−+−

⇔ ( ) ( ) ⇔=−⋅−⋅−⋅− 12)6()3()7()2( xxxx  )7()6()3()2( =−⋅−⋅−⋅− xxxx 12
12)189()149( 22 =+−⋅+−⇔ xxxx ; заміна ;92 txx =−  отримаємо: 

. Повертаємося до заміни: ;92 txx =−  12)18()14( 0)20()12( =+⋅+⇔=+⋅+ tttt

⎢⎣
=

⎢
⎢

+

⎢
⎢
⎢

−
=

⎢ =
⎡ =

⇔⎢
⎢
⎡

=⎟
⎞

⎜
⎛ −

=−⋅−

⇔
−

,339
,33

,0)5()4(

,12
,20

3
2 xx

xx
 

⎢⎣ ⎠⎝
339

42
⎢
⎣

⎡

−=−

=−

.
2

2

,4

9
9
9

2

1

2

2

x

xx
xx

,5x

4x
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Відповідь: .
2

339,5,4,
2

339

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−

∈x  

3. Рівняння четвертого степеня виду 2))()()(( kxdxcxbxax =++++ , де 
Rkdcba ∈,,,,  і вільні члени задовольняють умову dcba ⋅=⋅ , зводиться до 

квадратного рівняння після об’єднання попарно множників 
( ) ( ) 2))(())(( kxdxcxbxax =++⋅++ , розкриття дужок  
( ) ( ) 222 )()( kxxdccdxxbaabx =+++⋅+++ , ділення на 02 ≠x  (попередньо 

показуємо, що 02 ≠x ): 2)()( kdc
x

cdxba
x

abx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++  та заміни 

t
x

abx =+ : ( ) ( ) 2kdctbat =++⋅++ . Звідки отримуємо 2,1t  та, повертаючись до 

заміни 02,1
2

2,1 =+−⇔=+ abxtxt
x

abx , маємо розв’язки вихідного рівняння. 

Приклад. Розв’язати рівняння: 2672)12()6()4()2( xxxxx =+⋅+⋅+⋅+ . 
Вільні члени задовольняють умову: 2464122 =⋅=⋅ ; 

( ) ( ) ⇔=+⋅+⋅+⋅+ 2672)6()4()12()2( xxxxx  
222 672)10)24(()14)24(( xxxxx =++⋅++⇔ . 0=x  не є коренем, тому 

67210241424
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x .  Заміна: t

x
x =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

24 , отримаємо:  

⇔=+⋅+ 726)10()14( tt  0)14()38(0532242 =−⋅+⇔=−+ tttt , а тоді  

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
=

+−=

−−=

⇔⎢
⎣

⎡

=−

=+
⇔⎢

⎣

⎡

=+−

=++
⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

−=+

.12
,2

,33719

,33719

,25)7(
,337)19(

,02414
,02438

,1424

,3824

4

3

2

1

2

2

2

2

x
x
x

x

x
x

xx
xx

x
x

x
x

 

Відповідь: { }.12,2,33719,33719 +−−−∈x . 
4. Симетричні рівняння парного степеня (наприклад, четвертого) мають 

вигляд: 0234 =++++ abxcxbxax , де 0,,, ≠∈ aRcba  - коефіцієнти такого 
рівняння, рівновіддалені від початку і кінця, - рівні.  

Якщо x)  є коренем такого рівняння, то і обернене число є коренем 

рівняння. Заміна t
x

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1  приводить до розв’язання такого рівняння. 

Оскільки 0=x  не є коренем рівняння, то поділимо на 2x  (бо центральний член 
– рівновіддалений від початку і кінця – має степінь 2x ). 
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011
2

2 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + c

x
xb

x
xa . Заміна: 2111

2
2

2
2 ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒=+

x
x

x
xtt

x
x , а тоді 

( ) 02011 2
2

2 =++−⇔=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + cbttac

x
xb

x
xa  – маємо квадратне рівняння 

відносно невідомої t , розв’язавши яке, повертаємось до заміни і знаходимо 
значення невідомої x .  

Зауваження: відомо, що 21
≥+

x
x , причому знак рівності досягається при 

11
±=⇔= x

x
x   (для 0>x  сума двох взаємно обернених чисел не менше двох: 

01021 2

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇔≥−+

x
x

x
x  - доведено; 021:0 ≥−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−<

x
xx , а тоді 

01; >−−
x

x  і знову маємо суму двох взаємно обернених додатних чисел, ми 

довели вище, що вона не менше двох). А тому, якщо отримуємо, що )2;2(−∈t , 

то рівняння t
x

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1  дійсних коренів не має. 

Приклад. Розв’язати рівняння: 072423247 234 =++++ xxxx . 
023)2424()77( 234 =++++ xxxx , поділимо на 2x , матимемо: 

02312417 2
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x . Заміна: 211 2

2
2 −=+⇒=+ t

x
xt

x
x , а тоді 

( ) ( ) 0
7
3370232427 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⇔=++− tttt .  

Маємо: 
2
5

2
331

2,1 ±−=⇒−=+ x
x

x , друге значення )2;2(
7
3

2 −∈−=t , 

рівняння 
7
31

−=+
x

x  дійсних розв’язків не має. Маємо 2 дійсних кореня. 

Приклад. Розв’язати рівняння:  
0513541954135 23456 =++−−−+ xxxxxx . 

Згрупуємо доданки ( ) ( ) ( ) 0195454131355 32456 =−+−+++ xxxxxx , 

поділимо на 3x , матимемо: 01915411315 2
2

3
3 =−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x

x
x . Заміна: 

t
x

x =+
1 , тоді 21 2

2
2 −=+ t

x
x ,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x

xx
xx

x
x 1311331

3
3

3
3

3

, звідки tt
x

x 31 3
3

3 −=+ . Маємо 
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кубічне рівняння ( ) ( ) 045691350195421335 2323 =−−+⇔=−−−+− ttttttt . 

Шукаємо раціональні корені у вигляді дробу 
q
p , де p  - дільник вільного члена 

(-45), q  - дільник старшого коефіцієнта 5: 

055
3

0355
0152853
4569135

−

−

−−

, маємо 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−=

−=

.3

;
5
3
;5

3

2

1

t

t

t

 Значення 
5
3

−=t  не дасть дійсних 

коренів початкового рівняння, тому: ⇔

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

−=+

;31

;51

x
x

x
x

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−
=

.
2

53

;
2

215

4,3

2,1

m

m

x

x
 

5. Симетричні рівняння непарного степеня (наприклад, п’ятого) мають 
вигляд: 02345 =+++++ abxcxcxbxax , де 0,,, ≠∈ aRcba . Такі рівняння 
завжди мають коренем .1−=x  Поділивши на )1( +x , отримаємо симетричний 
многочлен парного степеня.  

Приклад. Розв’язати рівняння: 
01731217217317 234567 =++−−−−+ xxxxxxx . 

11 −=x  - корінь. Поділимо на )1( +x : 

0163718037611

17312172173171

−−−−

−−−−
  

Маємо розклад: =++−−−−+ 1731217217317 234567 xxxxxxx  
)1637180376)(1( 23456 ++−−−++= xxxxxxx  -  

многочлен-частка є симетричний многочлен парного степеня: 
332456 :0180)3737()66()1( xxxxxxx =−+−+++  

0180137161
2

2
3

3 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x

x
x

x
x . Заміна: t

x
x =+

1 , тоді 

21 2
2

2 −=+ t
x

x , tt
x

x 31 3
3

3 −=+  (дивись попередній приклад). Маємо кубічне 

рівняння ( ) ( ) 0192406018037263 2323 =−−+⇔=−−−+− ttttttt . Шукаємо цілі 
корені серед дільників вільного: 

018
0816

048214
1924061

−

−−
−−

, маємо 
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−=
−=

.6
;4
;8

3

2

1

t
t
t

 А тому: 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−=

−=

.223

;32

;154

7,6

5,4

3,2

m

m

m

x

x

x

 



 
 

118

Відповідь: }.223;32;154;1{ mmm −−−∈x  
Зауваження.  Рівняння виду 134943 23456 −++−−+ xxxxxx  

відрізняються від симетричних знаками (через один), вони розв’язуються за 

допомогою підстановки 
x

xt 1
−=  (обмежень на різницю, таких, як ми отримали 

для суми:    21
≥+

x
x ,  немає). 

332456 :09)44()33()1( xxxxxxx =−−−++−  

0914131
2

2
3

3 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x

x
x

x
x , заміна  

x
xt 1
−= , обчислимо 2t  і 3t :  

21211 2
2

2
2

2
2

2 +=+⇒−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= t

x
x

x
x

x
xt ;     

;311311331 3
3

3
3

3
3

3
3

3 tt
x

x
x

x
x

x
xx

xx
x

xt +=−⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  маємо: 

( ) ( ) ⇒=++−⇔=−−+⇔=−−+++ 0)3)(1)(1(033094233 2323 tttttttttt  

.
2

51;
2

51;
2

133
6,54,32,1

mmm −
==

−
=⇒ xxx  

 
 

2. Симетричні многочлени 
Вирази xyyx =+= 21 , δδ  називаються елементарними симетричними 

многочленами другого порядку. Позначимо nn
n yxS += . Легко переконатися в 

правильності наступної рекурентної рівності: 1211 −+ −= nnn SSS δδ . Аналогічно, 
,, 21 zxyzxyzyx ++=++= δδ  xyz=3δ  – елементарні симетричні многочлени 

третього порядку. Позначивши nnn
n zyxS ++= , маємо: 

231211 −−+ +−= nnnn SSSS δδδ , при цьому також враховуємо, що 

( ) 321
3

132
2

1132
2

12 3333,2 δδδδδδδδδδ +−=+−⋅=−= SS   (перевірте!). 

Приклад.  Розв’язати систему рівнянь: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

.3
,3

,3

333

222

zyx
zyx

zyx
  

Маємо: ,23,3 2
2

121 δδδ −=== S  звідки 32 =δ . Оскільки 

3321
3

13 33327333 δδδδδ +⋅−=+−== S , то .13 =δ  За теоремою Вієта zyx ,,  є 
коренями рівняння .1,0)1(,0133 323 ==−=−+− ttttt  Тому .1=== zyx  
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3. Метод Лагранжа 
При доведенні деяких нерівностей ефективно використовувати так званий 

метод Лагранжа. Розглянемо деякі поняття. Вираз 222 zyxf ++=  можна 
розглядати як функцію від змінних zyx ,, . По аналогії можна розглядати 
функцію довільної кількості змінних. Функцію розглядають на деякій множині. 
Наприклад, функцію f можна розглядати на множині 

}0,,,3|),,{( ≥=++= zyxzyxzyxA . Функція на цій множині є визначеною і 
диференційованою по кожній змінній. Ця множина є обмеженою, адже, як 
легко переконатися, змінні zyx ,,  не можуть бути як завгодно великими (за 
модулем) числами, точніше:  0≤ zyx ,, ≤ 3. Ця множина є замкненою, адже в 
умові фігурують нестрогі нерівності. Обмежена і замкнена множина 
називається компактом. Отже, А − компакт. Розглядають часткові похідні, 

наприклад: x
x
f 2=
∂
∂ , при цьому використовують звичайні правила 

диференціювання, але вважають змінні zy,  сталими. Розглянемо поняття межі 
множини. Наприклад, при 1=x  маємо: 0=+ zy , але y,z ≥ 0 ,тому y=z=0. Якщо 
ж взяти 0=x , маємо межу: }0,,3|),{( ≥=+= zyzyzyB . Аналогічно для 
змінних y,z.  

Приклад. Для додатних чисел zyx ,,  таких, що 3=++ zyx , довести 
нерівність: 3222 ≥++ zyx . 

Доведемо нерівність для більш сильної умови , коли zyx ,,  невід’ємні. 
Розглянемо функцію 222 zyxf ++=  на компакті 

}0,,,3|),,{( ≥=++= zyxzyxzyxA  (у випадку додатних чисел zyx ,,   А не 
була б компактом). Розглянемо так звану функцію Лагранжа 

)3(222 −++⋅+++= zyxzyxF λ , де λ  - стала Лагранжа. Прирівняємо до 

нуля часткові похідні функції Лагранжа: 0=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

z
f

y
f

x
f , маємо 

0222 =+=+=+ λλλ zyx , звідки zyx == . Враховуючи умову 
,3=++ zyx маємо: 1=== zyx . 

Розглянемо ситуацію на межі: 3=x , тоді 0== zy . При 0=x  маємо 
межу: }0,,3|),{( ≥=+= zyzyzyB  і знову використовуємо метод Лагранжа, 
але для функції 22 zyf += . Об’єднуючи все зроблене,  знаходимо значення в 
критичних точках і на межі: ,3)1;1;1( =f  ,9)0;0;3( =f  5,5)0;5,1;5,1( =f . 
Оскільки мінімальне з цих чисел 3, маємо: 3222 ≥++= zyxf , що і потрібно. 
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4. Послідовності 
Послідовність виду )1(1 −⋅+= ndaan  називається арифметичною 

прогресією, де 1a  − перший член, d  − різниця прогресії. Характеристична 

властивість цієї послідовності: nnn aaa =+ −+ )(
2
1

11 . Правильне і обернене 

твердження.  
Послідовність виду: 1

1
−⋅= n

n qbb  називається геометричною прогресією, 
де 1b  − перший член, q  − знаменник прогресії. Характеристична властивість: 

nnn bbb =−+ 11 . Правильне і обернене твердження.  
Часто розглядаються послідовності, задані рекурентно: βα +⋅=+ nn aa 1 , 

де βα ,  − деякі числа. Існує алгоритм для знаходження загального члена цієї 
послідовності.  

Приклад. Нехай послідовність задана рекурентно: 421 −⋅=+ nn aa , де 
51 =a . Записати загальний член цієї послідовності. 
Розглянемо так зване характеристичне рівняння послідовності: 

42 −⋅= λλ  ( 1+na  та na  ми замінили на λ ), звідки 4=λ . Введемо допоміжну 
послідовність λλ +=⇒−= nnnn baab . Тоді ;11 λ+= ++ nn ba  

4)(2421 −+=−=+ λnnn baa  звідки 4221 −+=++ λλ nn bb ; з урахуванням 
характеристичного рівняння маємо: nn bb 21 =+ , де λ−= 11 ab , 11 =b , звідки 

12 −= n
nb  і тому 42 1 += −n

na .  
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