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2. Інформаційний обсяг навчальної дисципліни 

Вступ
Програма вивчення навчальної дисципліни «Математичний аналіз» складена відповідно до освітньо-професійної програми підготовки бакалавра  напряму 6.040201  Математика*.
Предметом вивчення навчальної дисципліни є функції одної і кількох змінних. 

Методом вивчення є граничний перехід.

Міждисциплінарні зв’язки: елементарна математика, шкільний курс математики, алгебра, геометрія, диференціальні рівняння, комплексний аналіз, фізика. 

1. Мета та завдання навчальної дисципліни
Програма з математичного аналізу визначає обсяг знань, необхідних для фахової підготовки вчителя математики середньої школи. Вивчення курсу математичного аналізу має за мету забезпечити ґрунтовну математичну підготовку спеціалістів та наукове обґрунтування ряду питань, перше уявлення про які одержано в шкільному курсі математики: поняття функції, границі, неперервності, похідної, інтеграла. Вивчення матеріалу передбачає показ ролі наукових методів у пізнанні навколишнього світу. Саме тому велика увага має приділятися задачам теорії і практики, які приводять до основних понять математичного аналізу, а також висвітленню відомостей з історії розвитку математики.

Основу програми складають питання, які прийнято називати класичним математичним аналізом. Проте включення окремих питань сучасного математичного аналізу або, як його ще називають, функціонального аналізу, дозволить студентам одержати уявлення про розвиток та сучасний стан математичної науки. Окремі теми, відмічені в програмі знаком *, відносяться до питань підвищеної складності і не є обов’язковими для вивчення. Це дозволяє варіювати обсяг матеріалу, ступінь його поглиблення та розширення, а також організовувати диференційований підхід до студентів у реалізації їх математичних здібностей.

Особлива увага звертається на глибоке вивчення тих питань, які пов’язані з шкільним курсом математики. При цьому доцільно не тільки зупинятися на тому, як те чи інше питання розглядається в школі, а й вказувати на логічні прогалини, причини їх виникнення та можливі шляхи усунення. Такий підхід дає можливість формувати не лише математичну, а й методичну культуру майбутнього вчителя. Крім того, звертається увага на можливість застосування методів та прийомів математичного аналізу до розв’язування рівнянь і нерівностей, доведення тотожностей і нерівностей та інших задач шкільного курсу математики.

Послідовність вивчення тем, розподіл матеріалу за семестрами, методичні шляхи та організаційні форми навчання здійснюються лектором за узгодженням з кафедрою та врахуванням предметних зв’язків із суміжними навчальними дисциплінами.

Згідно з вимогами освітньо-професійної програми студенти повинні:
– знати основні поняття: функція, її неперервність, диференційовність та інтегровність, границя, похідні, інтеграли, ряди, потужність, міра множини; основні твердження про властивості функції, границі, похідних, інтегралів, основні ознаки збіжності рядів. 

– вміти: досліджувати властивості функцій і будувати їхні графіки, знаходити границі функцій, диференціювати та інтегрувати функції, обчислювати і застосовувати інтеграли до розв’язування задач математики і фізики, досліджувати збіжність рядів і застосовувати їх до наближених обчислень. 
На вивчення навчальної дисципліни відводиться 846 годин, 23,5 кредитів ЄКТС.
Програма навчальної дисципліни складається з таких змістових модулів:

1. Вступ до аналізу.
2. Диференціальне числення функції одної змінної.

3. Інтегральне числення функції одної змінної.

4. Ряди.

5. Диференціальне числення функцій кількох змінних.

6. Інтегральне числення функцій кількох змінних.

7. Елементи векторного аналізу та теорії поля.

8. Елементи функціонального аналізу.
9. Потужність множини.

10. Міра та інтеграл Лебега.

2. Інформаційний обсяг навчальної дисципліни
Змістовий модуль 1. ВСТУП ДО АНАЛІЗУ
Тема 1. Вступ

Предмет і метод математичного аналізу. Місце курсу у фаховій та професійній підготовці вчителя математики.

Тема 2. Множина дійсних чисел

Множина дійсних чисел, їх властивості та зображення на числовій прямій. Аксіома Кантора. Модуль дійсного числа. Числові проміжки.

Обмежені множини. Існування верхньої і нижньої граней числової множини.

Тема 3. Функції

Числові функції і числові послідовності. Їх властивості (обмеженість, монотонність, парність, періодичність) і способи задання. Обернена і складена функції. Графік функції. Арифметичні дії над функціями. Елементарні функції та їх класифікація.

Тема 4. Границя

Границя числової послідовності. Властивості границь. Нескінченно малі послідовності та їх властивості. Границя суми, різниці, добутку й частки. Границя монотонної обмеженої послідовності. Число е. Часткова границя послідовності. Верхня і нижня границі числової послідовності. Теорема Больцано – Вейєрштрасса.

Границя функції у точці (означення за Гейне та за Коші). Властивості функцій, що мають границю у точці. Властивості границь функцій (границя суми, добутку та частки). Границя монотонної функції. Перша важлива границя.

Однобічні границі. Границя функції на нескінченності. Нескінченно малі функції та їх порівняння. Нескінченно великі функції та їх зв’язок з нескінченно малими.

Тема 5. Неперервність

Неперервність функції у точці та на інтервалі. Арифметичні дії над неперервними функціями. Неперервність складеної функції. Неперервність многочленів, дробово-раціональних і тригонометричних функцій.

Однобічна неперервність. Точки розриву та їх класифікація. Властивості функцій, неперервних на відрізку (обмеженість, існування найбільшого і найменшого значень, існування проміжних значень, рівномірна неперервність).

Існування та неперервність оберненої функції. Неперервність обернених тригонометричних функцій.

Загальна показникова, загальна степенева і логарифмічна функції та їх властивості.

Друга важлива границя та наслідки з неї.

Змістовий модуль 2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

                                    ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ

Тема 1. Похідна і диференціал

Задачі, що приводять до поняття похідної. Означення похідної, її геометричний і механічний зміст. Рівняння дотичної і нормалі до кривої. Поняття диференційовної функції у точці та на проміжку. Диференційовність суми, добутку й частки. Похідна складеної і оберненої функцій. Похідні основних елементарних функцій.

Диференціал функції, його геометричний і механічний зміст. Інваріантність форми диференціала. Застосування диференціала до наближених обчислень. Похідні і диференціали вищих порядків, механічний зміст похідної 2-го порядку.

Параметрично задані функції та їх диференціювання. Параметрично задані криві.

Тема 2. Основні теореми диференціального числення та їх застосування

Теореми Ролля, Лагранжа і Коші. Розкриття невизначеностей. Правила Лопіталя. 

Умови сталості і монотонності функції на проміжку. Екстремум функції у точці і на проміжку. Загальне правило дослідження функції на екстремум. Опуклість кривої і точки перегину. Асимптоти. Повне дослідження функції та побудова її графіка.

Змістовий модуль 3. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ   

                                     ЗМІННОЇ
Тема 1. Невизначений інтеграл

Первісна і невизначений інтеграл. Основні властивості невизначеного інтеграла. Таблиця основних інтегралів. Основні методи інтегрування (метод розкладу, заміна змінної, інтегрування частинами).

Інтегрування раціональних функцій. Метод Остроградського.

Інтегрування найпростіших ірраціональних і трансцендентних функцій.

Тема 2. Визначений інтеграл

Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла. Поняття визначеного інтеграла і необхідна умова його існування. Суми Дарбу та їх властивості. Критерій інтегровності за Ріманом. Деякі класи інтегровних функцій (інтегровність неперервної, кусково-неперервної і монотонної функцій). Геометричний зміст визначеного інтеграла та основні його властивості.

Визначений інтеграл із змінною верхньою межею інтегрування. Існування первісної від неперервної функції. Формула Ньютона – Лейбніца. Інтегрування частинами і заміною змінної. Наближене обчислення визначених інтегралів.

Тема 3. Невласні інтеграли

Поняття невласних інтегралів із нескінченними межами інтегрування та від необмежених функцій. 

Тема 4. Застосування визначених інтегралів

Поняття квадровної фігури. Обчислення площ у декартових і полярних координатах. Об’єм тіла обертання і його обчислення. Поняття спрямлюваної дуги кривої та її довжина. Обчислення довжини кусково-гладкої кривої. Поняття площі поверхні обертання та її обчислення.

Застосування визначеного інтеграла у фізиці.

Змістовий модуль 4. РЯДИ
Тема 1. Числові ряди

Поняття числового ряду і його суми. Збіжні й розбіжні ряди. Геометричний і гармонійний ряди.

Найпростіші властивості рядів. Критерій Коші збіжності числової послідовності й числового ряду. Критерій збіжності додатних рядів. Ознаки збіжності додатних рядів (ознаки порівняння, Даламбера, Коші та інтегральна). Знакозмінні ряди. Ознака Лейбніца. Абсолютно та умовно збіжні ряди . 

Тема 2. Функціональні послідовності і ряди

Функціональна послідовність і функціональний ряд. Збіжність, абсолютна збіжність і рівномірна збіжність. Ознака Вейєрштрасса абсолютної та рівномірної збіжності функціонального ряду. Властивості суми рівномірно збіжного функціонального ряду з дійсними членами (неперервність, інтегровність, диференційовність).

Тема 3. Степеневі ряди

Поняття степеневого ряду. Теорема Абеля. Інтервал і радіус збіжності. Теорема Коші – Адамара
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. Рівномірна збіжність степеневого ряду. Інтегрування і диференціювання степеневого ряду.

Розкладання функцій у степеневий ряд. Формула Тейлора з додатковим членом у формі Лагранжа і Коші. Ряд Тейлора. Критерій розкладання функції у степеневий ряд. Розкладання у степеневі ряди функцій 
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Застосування степеневих рядів до наближених обчислень значень функцій та інтегралів. 

Тема 4. Ряди Фур’є

Ортогональні системи функцій. Тригонометрична система. Тригонометричний ряд Фур’є. Розкладання кусково-гладкої функції у тригонометричний ряд Фур’є (без доведення). Застосування рядів Фур’є.

Змістовий модуль 5. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

                                     ФУНКЦІЙ  КІЛЬКОХ ЗМІННИХ

Тема 1. Функції кількох змінних.

Поняття 
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-вимірного евклідового простору та функції багатьох змінних. Границя і неперервність.

Тема 2. Частинні похідні й диференціали

Поняття частинних похідних. Геометричний зміст частинних похідних для функції двох змінних. Диференційовні функції кількох змінних. Необхідні умови диференційовності. Достатня умова диференційовності. Диференційовність складеної функції. Дотична площина і нормаль до поверхні. Диференціал функції, інваріантність його форми. Частинні похідні і диференціали вищих порядків. Рівність мішаних частинних похідних. 

Тема 3. Локальні та глобальні екстремуми

Формула Тейлора для функцій двох змінних.

Поняття локального екстремуму та необхідна умова його існування. Достатня умова існування локального екстремуму для функції двох змінних. Умовний екстремум. Глобальні екстремуми (найбільше та найменше значення) функції двох змінних.

Тема 4. Неявні функції.

Існування і диференційовність неявної функції однієї змінної. Неявні функції двох змінних.

Змістовий модуль 6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

                                     ФУНКЦІЙ КІЛЬКОХ ЗМІННИХ

Тема 1. Подвійні і потрійні інтеграли

Квадровні множини та їх площі. Критерій квадровності. Поняття подвійного інтеграла. Суми Дарбу. Критерій інтегровності. Інтегровність неперервної функції. Основні властивості подвійного інтеграла. Обчислення подвійного інтеграла. Заміна змінних у подвійному інтегралі. Подвійний інтеграл у полярних координатах.

Кубовні тіла та їх об’єми. Потрійний інтеграл. Обчислення потрійного інтеграла. Заміна змінних у потрійному інтегралі (без доведення). Потрійний інтеграл у циліндричних і сферичних координатах.

Застосування кратних інтегралів. Обчислення площ плоских фігур, об’ємів тіл і площ гладких поверхонь. Застосування кратних інтегралів у фізиці.

Тема 2. Криволінійні інтеграли

Задачі, що приводять до поняття криволінійних інтегралів. Криволінійні інтеграли першого і другого роду. Обчислення криволінійних інтегралів. Формула Гріна. Незалежність криволінійного інтеграла другого роду від форми шляху інтегрування. Криволінійний інтеграл по просторовій кривій.

Тема 3. Поверхневі інтеграли

Поверхня у просторі. Поверхневі інтеграли першого і другого роду, їх обчислення та зв’язок. Формула Остроградського – Гаусса.
Змістовий модуль 7. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОГО АНАЛІЗУ 

                                     ТА ТЕОРІЇ ПОЛЯ

Тема 1. Векторна функція скалярного аргументу

Вектори, залежні від скалярного аргументу. Векторна функція скалярного аргументу. Границя і неперервність, похідна і диференціал вектор-функції.

Тема 2. Скалярні і векторні поля

Скалярні і векторні поля. Похідна за напрямом. Градієнт. Потенціал векторного поля. Дивергенція, ротор і циркуляція векторного поля. Потік векторного поля. Зв’язок дивергенції і потоку векторного поля. Формула Стокса. Зв’язок циркуляції векторного поля з ротором.

Змістовий модуль 8. ЕЛЕМЕНТИ ФУНКЦІОНАЛЬНОГО АНАЛІЗУ

Тема 1. Метричні простори

Означення метричного простору. Приклади метричних просторів:
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. Точки в метричних просторах. Збіжні послідовності в метричному просторі.

Відкриті, замкнені та досконалі множини. Компактні множини. Критерій компактності у просторі 
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. Повні, сепарабельні метричні простори.

Тема 2. Відображення метричних просторів

Поняття функції (оператора, функціонала) у метричних просторах.

Границя і неперервність функції у метричному просторі.. Властивості функцій, неперервних на компактах (обмеженість функціонала, існування найбільшого і найменшого значення функціонала, рівномірна неперервність оператора).

Тема 3. Теорема Банаха про стискуючі відображення та деякі її застосування.

Тема 4. Нормовані та гільбертові простори. Лінійні оператори то функціонали.

Змістовий модуль 9. ПОТУЖНІСТЬ МНОЖИНИ

Тема 1. Потужність множини
Еквівалентні множини та їх властивості. Поняття потужності множини. Порівняння потужностей. 

Тема 2. Зчисленні множини.

Зчисленні множини та їх властивості. Потужність множин натуральних, цілих та раціональних чисел. Потужність множини алгебраїчних чисел. 

Тема 3. Множини континуальної потужності

Незчисленність множини дійсних чисел з відрізка [0;1].  Множини континуальної потужності. Потужність множини дійсних чисел. Потужність множини підмножин заданої множини. Існування множин як завгодно великих потужностей.

Змістовий модуль 10. МІРА ТА ІНТЕГРЛ ЛЕБЕГА

Тема 1. Структура лінійних множин

Структура лінійних відкритих множин. Структура лінійних замкнених і досконалих множин. Множини Кантора Р0 і G0. Потужність досконалої множини Кантора.

Тема 2. Міра Лебега лінійних множин

Міра відкритих і замкнених лінійних множин. Основні властивості. Поняття міри Лебега лінійних обмежених множин. Огляд основних властивостей.

Тема 3. Інтеграл Лебега.

Вимірні за Лебегом функції. Інтеграл Лебега і його властивості. Порівняння інтегралів Рімана та Лебега. 

Тема 4. Простори L1 і L2.
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